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全柔性杆空间机械臂动力学与
运动L２ 增益抗扰鲁棒反演控制

张丽娇　陈　力
福州大学机械工程及自动化学院,福州,３５０１１６

摘要:讨论了全柔性杆空间机械臂系统动力学、运动 L２ 增益抗扰鲁棒反演控制.结合拉格朗日方

法、动量守恒关系和假设模态法对系统进行动力学分析,获得了系统的动力学方程.基于系统双时标模

型,采用奇异摄动法,将系统降阶分解为两个子系统:描述关节刚性运动的慢变子系统,描述柔性杆振动

的快变子系统.为慢变子系统设计了对外部有界干扰具有抑制作用的鲁棒反演控制器,使外部有界干

扰对系统性能输出的L２ 增益小于给定值;基于线性系统最优控制理论实现了快变子系统的控制,以抑

制由臂杆柔性引起的振动.数值仿真说明了所设计混合控制器的可行性和有效性.
关键词:空间机械臂;全柔性杆;L２ 增益;鲁棒反演控制;主动抑振
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DynamicsModelandAntiＧdisturbanceL２GainRobustBacksteppingControlforSpaceManipulators
withFullyFlexibleLinks

ZHANGLijiao　CHENLi
SchoolofMechanicalEngineeringandAutomation,FuzhouUniversity,Fuzhou,３５０１１６

Abstract:DynamicsmodelandantiＧdisturbanceL２gainrobustbacksteppingcontrolforspacemaＧ
nipulatorswithfullyflexiblelinkswerediscussed．Adynamicmodelofthesystem wassuccessively
derivedbycombiningwithLagrangeequations,thesystemlinearmomentum andassumed mode
method．Basedonsingularperturbationmethod,thesystem wasdecomposedintoaslowsubsystem
whichwasdescribedjointrigidtrajectorytracking,andafastsubsystem whichwasdescribedtheviＧ
brationsofflexiblelinks．ArobustbacksteppingcontrollerwhichmadetheexternalboundeddisturbＧ
anceshadtheperformanceoftheL２gainoftheoutputsystemislessthanthegivenvalue．Andthe
controlleralsomightsuppressexternalboundedinterferences．Vibrationsoftheflexiblelinkswere
suppressedbyoptimalcontroltheoryoflinearsystemsforthefastsubsystem．Numericalsimulations
showthefeasibilityandeffectivenessofthehybridcontrol．

Keywords:spacemanipulator;fullyflexiblelink;L２gain;robustbacksteppingcontrol;active
vibrationsuppression

０　引言

空间机械臂是空间站重要的操作工具,柔性

收稿日期:２０１６ ０６ １３
基金项目:国家自然科学基金资助项目(１１３７２０７３,１１０７２０６１);福建

省工业机器人基础部件技术重大研发平台(２０１４H２１０１００１１)

空间机械臂是其发展的必然趋势[１Ｇ２].未来关于

空间机械臂柔性杆的研究不仅要探索其运动学及

动力学模拟[３Ｇ４],而且还要保证空间机械臂在受外

部扰动情况下,仍能有效完成各种空间操作任务.
全柔性杆空间机械臂是一个具有强耦合、时变等

特点的复杂动力学系统,运动时会因弹性变形产
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生振动[５],其系统动力学模型与相应的控制方法

相较于地面机器人系统更为复杂.因此,如何获

得全柔性杆空间机械臂系统的动力学模型,以及

如何抑制系统振动是空间机器人研究领域的核心

内容[６Ｇ９].
相较于空间机械臂,人们对地面机械臂中柔

性杆机械臂的研究居多[１０Ｇ１１].另外,空间机械臂

在柔性杆方面的控制研究主要集中在刚 柔耦合

的系统动力学建模和相应的控制器,即空间机械

臂只具有一个柔性杆.文献[１２]针对刚柔混合空

间机械臂设计了自适应模糊 H∞ 控制器,用模糊

逻辑系统去逼近系统的不确定项,最终能实现关节

运动轨迹跟踪,并抑制单柔性杆引起的振动.全柔

性杆的空间机械臂中,柔性杆之间的柔性振动会相

互激发,系统的控制器设计及其参数调节远比只具

有单柔性杆的空间机械臂系统难度大得多[１３Ｇ１４].
本文首先利用假设模态法,将动量守恒关系

和拉格朗日方程相结合,建立了全柔性杆空间机

械臂的动力学模型,来实现全柔性杆空间机械臂

关节运动轨迹跟踪控制,并解决由柔性杆引起的

系统振动问题.接着,基于全柔性杆空间机械臂

的双时标模型,采用奇异摄动法将系统降阶分解

为快慢变两个低阶子系统,对慢变子系统设计了

一种鲁棒反演控制器,对快变子系统采用最优控

制方法抑制柔性臂杆的柔性振动.最后,通过对

平面运动的两柔性杆空间机械臂的数值模拟,验
证了所提出的控制方案有效性.

１　全柔性杆空间机械臂系统的动力学

模拟

　　 做平面运动的自由漂浮基全柔性杆的空间

机械臂系统的几何模型如图１所示.以空间任意

点O 为原点,建立平动的惯性坐标系OXY,其中,

B０ 为系统的载体基座,Bi(i＝１,２,􀆺,n)为系统

第i个柔性臂(视为 EulerＧBernoulli悬臂梁且仅

产生横向振动).

图１　 全柔性杆空间机械臂

Fig．１　SpacemanipulatorwithflexibleＧlinks

建立分体Bi 的主轴联体坐标系Bixiyi;x０

通过O０ 与O１ 的连线,xi 是Bi 的对称轴,exi、eyi

分别为分体Bi 联体坐标系xi 轴和yi 轴方向的单

位向量;m０、J０ 分别为B０ 的质量与中心转动惯

量,l０ 为载体质心O０ 到关节绞O１ 之间的距离;设
柔性臂Bi 单位长度的线密度为ρi,均匀抗弯刚度

为EIi(材料弹性模量为常量E,横截面关于中性

轴的惯性矩为常量I).q０ 为载体姿态的实际转

角,qi 为杆Bi 的实际转角,li 为杆Bi 的长度;r０

为B０ 质心O０ 的位置向量,ri 为柔性臂Bi 上任意

一点相对惯性坐标系OXY 原点O 的位置向量,rc

为总质心Oc 的位置向量.
基于假设模态法[１５],并由振动分析理论可

知,柔性臂Bi 横坐标为Xi(０＜Xi ＜li)处、t时

刻的横向弹性变形可描述成

wi(Xi,t)＝ ∑
ni

j＝１
φij(Xi)δij(t) (１)

其中,φij(Xi)为柔性臂Bi 的第j阶模态函数,选
取φij(Xi)＝sin(πjXi/li);δij(t)为φij(Xi)的

模态坐标;ni 为截断项数.低阶模态对杆件的弹

性振动起主导效应,故取前２个低阶模态进行研

究,即有ni＝２.
根据系统的位置几何关系,载体及各柔性臂上

任意一点相对于惯性坐标系的位置矢径可表达为

ri ＝r０ ＋∑
i

j＝０
ljexj ＋Xiexi ＋wi(Xi,t)eyi (２)

式(２)对时间求导,得

r􀅰i ＝r􀅰０ ＋∑
i

j＝０
lje􀅰xj ＋Xie􀅰xi ＋w􀅰i(Xi,t)eyi ＋

wi(Xi,t)e􀅰yi (３)

太空中,全柔性杆空间机械臂系统的重力势

能可忽略,系统总势能Ep 等于柔性臂的弯曲应变

能,即

Ep ＝
１
２∑

n

i＝１

(EIi∫
li

０
(∂

２wi(Xi,t)
∂X２

i
)２dXi) (４)

系统载体及各柔性臂的动能为

Ek ＝Ek０ ＋∑
n

i＝１
Eki ＝

１
２

(m０r􀅰０􀅰r􀅰０ ＋J０q􀅰２
０)＋

１
２ρi∫

li

０
r􀅰i􀅰r􀅰idXi (５)

利用第二类拉格朗日方程耦合动量守恒定

理,可得图１所示载体位置不受控、姿态受控的全

柔性杆空间机械臂系统的动力学方程:
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Kδ ＝diag[Kδ１,Kδ２,􀆺,Kδn]

其中,M(θrδ)为正定、对称惯性矩阵,n＋１＋nin

阶方阵;H(θrδ,θ
􀅰

rδ)为包含离心力、科氏力的矩

阵,n＋１＋nin阶方阵;θr为载体姿态位置及关节

转角的列向量,θr＝(q０,q１,􀆺,qn)T;θδi 为柔性

臂第ni 个 模 态 的 列 向 量,θδi ＝ (δi１,δi２,􀆺,

δini)T;τ 为系统的控制输入力矩列向量,τ＝(τ０,

τ１,􀆺,τn)T;Kδi 为柔性臂Bi 的刚度系数矩阵,

Kδi＝diag(ki１,ki２,􀆺,kini).

２　 控制器设计

２．１　 系统动力学奇异摄动分解

奇异摄动法利用系统状态变量在时间尺度上

的差别,把一个高阶系统的求解任务分解成两个

(或多个)低阶系统的求解问题.
载体位置不受控、姿态受控的全柔性杆空间

机械臂动力学模型可展开为
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其中,M１１ ∈R(n＋１)×(n＋１)、M１２ ∈R(n＋１)×nin、M２１ ∈
Rnin×(n＋１)、M２２ ∈Rnin×nin 均为M(θrδ)对应的子矩

阵;H１１ ∈ R(n＋１)×(n＋１)、H１２ ∈ R(n＋１)×nin、H２１ ∈

Rnin×(n＋１)、H２２ ∈Rnin×nin 均为H(θrδ,θ
􀅰

rδ)对应的

子矩阵.M(θrδ)是系统对称且正定的惯性矩阵,
其逆矩阵可定义为

N(θrδ)＝
N１１ N１２
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假设柔性臂刚度矩阵 Kδ 中的最小刚度为

kδmin,并定义μ２kδmin＝１,引入新的变量μ２σ＝θδ,

Kμ ＝μ２Kδ,则式(６)可变换为

θ̈r ＝N１１τ－N１１(H１１θ
􀅰
r＋μ２H１２σ

􀅰)－

　N１２(H２１θ
􀅰
r＋μ２H２２σ

􀅰)－N１２Kμσ

μ２σ̈ ＝N２１τ－N２１(H１１θ
􀅰
r＋μ２H１２σ

􀅰)－

　N２２(H２１θ
􀅰
r＋μ２H２２σ

􀅰)－N２２Kμσ

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(９)

令μ＝０,结合式(９),可得到慢变子系统的动

力学方程:

Dsθ̈r＋Hsθ􀅰r ＝τs (１０)

Ds ＝ (N１１s－N１２sN－１
２２sN２１s)－１ 　Hs ＝H１１s

其中,下标s表示μ＝０时的矩阵或向量,τs 表示

慢变子系统的控制器.
定义快变时标tf 及边界层修正项ξ１ ＝σ－

σs,ξ２＝ μσ
􀅰,可得快变子系统的动力学方程:

ξ
􀅰
＝

dξ
dtf

＝Afξ＋Bfτf (１１)

ξ ＝
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其中,τf 为快变子系统的控制器.
全柔性杆空间机械臂系统的控制目标为:设

计控制器τ,使系统的关节铰能准确追踪期望轨

迹并使部分解耦系统(式(９))的振动得到控制.
最终,将慢变子系统控制器τs 与快变子系控制器

τf 结合,可得总控制器τ 表达式:
τ＝τs＋τf (１２)

２．２　 慢变子系统控制器的选取

综合考虑存在外部有界干扰τd(t),设计了

基于L２ 增益的抗扰鲁棒反演控制器.反演设计

方法的基本思想是将复杂的非线性系统分解成不

超过系统阶数的子方程系统,然后为每个子方程

系统分别设计Lyaponov函数和中间虚拟控制量,
直到完成整个系统控制器的设计.

干扰信号τd(t)的L２ 范数为

‖τd(t)‖２ ＝ ∫
∞

０
τT

d(t)τd(t)dt (１３)

该范数可衡量外部有界干扰τd(t)对系统影响的

大小.
为了验证控制器对干扰的抑制能力,可选择

相应有用的评价信号z.评价信号z和干扰信号

τd(t)的L２ 范数越小,说明系统对干扰有着越大

的抑制能力,可定义系统的L２ 增益如下:

J ＝ sup
‖τd‖≠０

‖z‖２

‖τd‖２
(１４)

J 表示系统鲁棒性,J 越小,系统的鲁棒性能

越好.

L２ 干 扰 抑 制 法 可 等 价 为 求 解 一 个 基 于

Lyaponov稳定性理论的耗散不等式问题,即对于

一个正数(干扰抑制水平因子)γ,如果存在一个

正定且可微函数V(x)≥０且

V
􀅰

≤
１
２

(γ２‖τd‖２ －‖z‖２)　　∀τd (１５)

则J ≤γ,即可看作是设计相应的控制器使J 小

于给定值γ. 为了获得式(１５)的正定存储函数

V(x),需要求解 HJI偏微分不等式,然而一般的

非线性系统 HJI方程非常难于求解,所以常用递

推Lyaponov函数的思想来构造系统的存储函数,

并证明V
􀅰

是负定的,从而使得闭环系统是一致渐

近稳定的.

令x１＝θr,x２＝θ
􀅰

r,定义空间机械臂载体角、
􀅰４５９􀅰
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关节角的期望轨迹xd＝(q０d,q１d,􀆺,qnd).考虑

外部干扰τd,全柔性杆空间机械臂慢变子系统动

力学方程(式(１０))可写为

x􀅰１ ＝x２

x􀅰２ ＝F(x)＋G(x)τs＋τd
} (１６)

G(x)＝D－１
s 　　F(x)＝ －G(x)Hsθ

􀅰
r

根据文献[１５]的Backstepping设计方法,取
如下变量:

z１ ＝x１ －xd (１７)

z２ ＝x２ －x􀅰d－β (１８)

把式(１８)中的β 看作是虚拟控制输入,对其进行

设计.
将式(１７)两边对时间t求导,结合式(１８)得

z􀅰１ ＝x􀅰１ －x􀅰d ＝z２ ＋β (１９)

针对式(１６)中的第一个子方程,定义 Lyaponov
函数:

V１ ＝z１􀅰z１/２ (２０)

对式(２０)求导,并结合式(１９)得

V
􀅰

１ ＝z１􀅰(z２ ＋β) (２１)

选取

β ＝ －(k＋１/２)z１ (２２)

k为正的常数. 另 外 定 义 系 统 性 能 输 出z ＝
[zT

１　zT
２]T,z是系统的评价信号,用来评价非线

性系统的抗干扰性能.
综合式(２１)、式(２２),可得

V
􀅰

１ ＝z１􀅰z２ －(k＋１/２)z１􀅰z１ (２３)

由式(２３)可知,通过选取适当的β,可使得当z２＝

０时,V
􀅰

１ ≤０,这样可保证z１,即跟踪误差将渐近

收敛至０;当且仅当z１＝０时,取V
􀅰

１＝０.
设计慢变子系统的控制器如下:

τs ＝ (G(x))－１(ẍd－F(x)＋β
􀅰
－z１ －Pz２ ＋τr)

(２４)

τr ＝ －
γ２ ＋１
２γ２ z２ (２５)

其中,τr 为鲁棒控制器,P 为给定的评价系数矩

阵,它 保 证 了 系 统 一 致 最 终 有 界 稳 定,P ＝
diag(p１,p２,p３).

结合式(１６)、式(１８)和式(２４)可得

z􀅰２ ＝x􀅰２ －ẍd－β
􀅰
＝ －z１ －Pz２ ＋τr＋τd (２６)

针 对 式 (１６)中 的 第 二 个 子 方 程,定 义

Lyaponov函数:
V１ ＝ (z１􀅰z１ ＋z２􀅰z２)/２ (２７)

对式(２７)两边求导,结合式(２１)、式(２６),可得

V
􀅰

２ ＝z１􀅰(z２ ＋β)＋z２􀅰(τd－z１ －Pz２ ＋τr)＝
－(k＋１/２)z１􀅰z１ －Pz２􀅰z２ ＋z２􀅰(τd＋τr)≤

(γ２|τd|２ －|z１|２ －|z２|２ －

　 |z２/γ－τd|)２/２≤ (γ２|τd|２ －‖z‖２)/２ (２８)

式(２８)两边同时对时间t从０到 ∞ 积分,可得

２V１(∞)－２V１(０)≤－∫
∞

０
‖z‖２dt＋γ２∫

∞

０
‖τd‖２dt

(２９)

由式(２９)可知,系统满足耗散不等式(式(１５)),
即从干扰τd 到性能输出z的L２ 增益J ≤γ.且

由式(２９)知,τd＝０时,闭环系统是一致渐近稳定

的;τd ≠０时,由于外部干扰有界,那么闭环系统

是一致最终有界稳定的.

２．３　 快变子系统控制器的选取

忽略不确定部分,快变子系统为线性系统且

完全可控.本节拟采用最优控制策略来对快变子

系统(式(１１))进行控制.为此,定义系统性能指

标函数为

Jf ＝
１
２∫

∞

０
(τT

fRfτf＋ξTQfξ)dt (３０)

其中,Rf∈R(n＋１)×(n＋１),Qf∈R２nin×２nin 分别为正定

和半正定的常值矩阵.设Pf 为如下 Ricatti方程

的唯一解

PfAf＋AT
fPf－PfBfR－１

f BT
fPf＋Qf ＝０ (３１)

则快变子系统的最优控制器可定义为

τf ＝ －R－１
f BT

fPfξ (３２)

３　 仿真算例与分析

为验证基于L２ 增益抗扰鲁棒反演控制器的有

效性,对平面运动的两柔性杆空间机械臂进行动力

学数值模拟仿真.利用第２节中所设计的复合控

制器τ对系统进行仿真分析.仿真过程共耗时t＝
１０s.选取系统惯性参数的真实值l０＝１．５m,l１＝
l２＝３．０m,载体质量m０＝２００kg,载体绕质心的

转动惯量J０＝７０kg􀅰m２.柔性臂B１、B２ 的单位

长度线密度ρ１＝ρ２＝１．１kg/m,抗弯刚度EI１ ＝
１００N􀅰m２,EI２＝５０N􀅰m２.控制系统相关参数

μ＝０．０１,k＝１,p１＝p２＝p３＝４０.外部有界干扰

τd＝０．１[sgn(sint)　sgn(cost)　sgn(sint)]T.
假定两柔性杆空间机械臂系统载体姿态角、

各关节角的期望运动轨迹分别为q０d ＝π/２rad,

q１d＝７π/１６rad,q２d＝３π/８rad,载体姿态角、各关

节角的初始运动位置为q０(０)＝１．６８rad,q１(０)＝
１．２５rad,q２(０)＝１．２５rad.L２ 增益γ＝０．１时,仿
真结果如图２~ 图４所示.

　　L２ 增益γ＝０．００５时,仿真结果如图５~ 图７
所示.

　　 对比图２、图５的收敛时间可知,前者的载体

姿态角、关节角的跟踪误差值只需３s左右就可以

基本收敛到零,而后者则需要７s左右才能达到同

􀅰５５９􀅰

全柔性杆空间机械臂动力学与运动L２ 增益抗扰鲁棒反演控制———张丽娇　陈　力



图２　 载体姿态角、关节角的跟踪误差图(γ ＝０．１)

Fig．２　Trackingerrorsofattitudeangleand

jointsangles(γ ＝０．１)

图３　 柔性臂B１ 的弯曲振动模态(γ ＝０．１)

Fig．３　VibrationmodesofflexiblelinkB１(γ ＝０．１)

图４　 柔性臂B２ 的弯曲振动模态(γ ＝０．１)

Fig．４　VibrationmodesofflexiblelinkB２(γ ＝０．１)

样的收敛误差.因此可通过调节参数γ的大小来

调整系统收敛时间.增大调节参数可缩短系统跟

踪误差的收敛时间,但有时会造成关节电机输出

功率饱和而影响控制效果,因此可根据实际需求

来适当选取控制参数γ 的大小.由图３、图４、图
６、图７可看出,通过开启(实线)与关闭(虚线)快

图５　 载体姿态角、关节角的跟踪误差图(γ ＝０．００５)

Fig．５　Trackingerrorsofattitudeangleand

jointsangles(γ ＝０．００５)

图６　 柔性臂B１ 的弯曲振动模态(γ ＝０．００５)

Fig．６　VibrationmodesofflexiblelinkB１(γ＝０．００５)

图７　 柔性臂B２ 的弯曲振动模态(γ ＝０．００５)

Fig．７　VibrationmodesofflexiblelinkB２(γ＝０．００５)

变子系统可知,开启快变子系统使得由柔性杆引

起的振动得到较快的收敛.

４　 结语

本文利用假设模态法,通过拉格朗日第二类

方程和动量守恒关系,忽略微弱重力势能,建立了

全柔性杆空间机械臂系统的动力学模型,并对其
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进行了动力学分析.
采用奇异摄动法对两柔性杆空间机械臂进行

了数值仿真,根据系统状态变量在时间尺度上的

差别,在考虑外部有界干扰情况下,将系统降阶分

解为描述关节刚性运动的慢变子系统与描述柔性

杆振动的快变子系统;设计了基于L２ 增益的鲁棒

反演控制的慢变子系统及基于线性最优控制的快

变子系统的复合控制器;实现了全柔性杆空间机

械臂关节运动轨迹跟踪控制系统,抑制了由柔性

杆引起的系统振动.数值模拟仿真结果证实了该

设计控制器的有效性,并验证了所设计的控制器

能抑制外部有界干扰给系统带来的影响.将上述

控制器进行适当的延伸及扩展,最终可推广应用

于全柔性杆空间机械臂系统中.
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