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机器人手臂的刚柔耦合建模及摆动模态对比

王斌锐1,2暋方水光1暋严冬明1

1.中国计量学院,杭州,310018暋暋2.机器人学国家重点实验室,沈阳,110004

摘要:以机器人柔性手臂为对象,基于Jourdain变分建立了刚柔耦合动力学模型;通过假设模态法

将物理坐标变换成模态坐标,对动力学方程进行解耦。参考人体参数,利用 ADAMS建立了虚拟样机

模型,设计了形函数矩阵。在 MATLAB中编写了方程求解算法。对比了 ADAMS和 MATLAB对柔

性手臂转角的仿真。针对碳纤维、铝合金、聚乙烯和聚丙烯4种材质手臂仿真重力作用下的摆动运动,
绘出了末端横向变形位移和频谱图;量化分析了变形量和模态。结果表明随着弹性模量与密度的比值

增大,手臂固有频率增大,横向变形位移减小;碳纤维材质可近似建模为刚体;碳纤维和铝合金适合做手

臂机构;聚丙烯材质刚度和柔顺性较好。
关键词:柔性手臂;假设模态法;动力学;刚柔耦合;仿真

中图分类号:TP242暋暋暋暋暋暋DOI:10.3969/j.issn.1004-132X.2012.17.016

Rigid-flexibleCouplingDynamicsModelingofRobotManipulatorsand
ModalAnalysisduringSwing

WangBinrui1,2暋FangShuiguang1暋YanDongming1

1.ChinaJiliangUniversity,Hangzhou,310018
2.StateKeyLaboratoryofRobotics,Shenyang,110004

Abstract:Fortherobotwithflexiblemanipulators,arigid-flexiblecouplingdynamicsmodelwasestab灢
lishedbasedontheJourdainvariationprinciple.Assumedmodelmethodwasusedtotransformphysicalcoor灢
dinatetomodalcoordinate,andtodecouplethedynamicsequations.Accordingtoadultarmsize,ADAMS
wasadoptedtobuiltvirtualprototypeforsimulation.Theelementinterpolationfunctionwasdesigned.An
algorithmwasprogrammedusingMATLABtosolvedynamicsequations.Andanglecurvesofmanipulator
obtainedbyADAMSandMATLABwerecompared.Inviewoffourkindsofmaterial:carbonfiber,alumi灢
num,polyethyleneandpolypropylene,swingsimulationofmanipulatorsweredoneunderthegravity.Fig灢
uresandtablesquantitativelydescribeddisplacementofenddeformation,spectrumandfirst-orderandsec灢
ond-ordervibrationmodal.Anddeformationandmodalparameterswerecontrastivelyanalyzed.Theresults
showthatthenaturalfrequencyofthemanipulatorincreasesandthetransversedisplacementofthemanipula灢
torenddecreasesastheratiooftheelasticmodulusanddensityincreases.Carbonfibercanbeapproximately
modeledasarigidbody;carbonfiberandaluminummaterialaresuitableforhumanoidrobotbodyparts;pol灢
ypropylenehasbetterintegratedperformanceofthestiffnessandflexible.Thedynamicsandsolvingmethod
areproper.

Keywords:flexiblemanipulator;assumed modalmethod;dynamics;rigid-flexiblecoupling;
simulation

0暋引言

柔性是机器人研究的重点和难点。仿生机器
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基金项目:国家自然科学基金资助项目(50905170);浙江省自然
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基金资 助 项 目 (RL0200918);浙 江 省 新 苗 人 才 计 划 资 助 项 目

(2011R409036)

人手臂的运动具有范围广、速度变化剧烈和动力

学方程非线性强耦合等特点[1]。柔性变形常采用

有限 元 法 和 模 态 假 设 法 进 行 离 散 数 值 求 解。

Zarafshan等[2]运用有限元法对空间机器人位置

控制进行了研究。Heidari等[3]采用有限元进行

刚柔耦合动力学离散,并研究了机械臂的末端变

形位移特性。Hu等[4]基于拉格朗日方程用模态
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假设法研究了柔性杆的动力学响应。Gao等[5]研

究了柔性单杆的物理参数对杆件固有频率的影

响。Liu等[6]研究了做大范围运动的中心刚体柔

性梁的耦合变形问题,得出精确的刚柔耦合柔性

臂的一次近似模型。董得忠等[7]运用改进的固定

界面子结构模态综合法建立了柔性双连杆的动力

学响应。由上述文献可见,对机器人柔性的研究

多集中在建模理论和求解算法上,仅针对铜杆或

铝杆。在实际应用中,为安全考虑,仿人机器人机

构本体常采用具有柔性的多种材质组合而成。调

研发现,已有文献对不同材质柔性手臂运动中的

变形,以及振动模态对仿人运动规划和精确控制

的影响研究较少。
本文首先采用Jourdain变分原理,建立了单

连杆仿人机器人手臂的刚柔耦合动力学模型,编
写了高阶微分方程求解算法;其次针对4种典型

材质的仿生机器人柔性手臂在垂直面的摆动,建
立形函数矩阵,进行仿真计算;再次对比分析了横

向变形位移和摆动模态;最后给出其结论。

1暋仿人机器人手臂刚柔耦合动力学建模

采用模态假设法对手臂建模,参考骨骼形态,
将柔性机器臂简化成单个圆柱形杆件,满足 Eul灢
er-Bernoulli梁小变形假设[8]。柔性手臂变形位

移见图1。

图1暋柔性手臂变形位移图

取机 器 人 的 肩 关 节 中 心 为 固 定 坐 标 系

OXoYo 的原点,OiXiYi 为浮动坐标系,p0 为手臂

上未变形前任意一点,p1 为p0 变形后的点,gp 为

p1 在OiXiYi下的位移,ap 为p0 在OiXiYi下的位

移,ap=[x 0]T,up为变形位移在OiXiYi下的坐

标阵。
仿人机器人手臂绕固定基座运动,基坐标系

下的变形位移为

rp =A(ap+up)=Agp (1)

A=
cos毴 -sin毴
sin毴 cos

é

ë
êê

ù

û
úú毴

式中,A为OiXiYi 到OXoYo 的旋转变换矩阵;毴为柔性手

臂的转角。

定义变形位移up 为

up =
氊1(x,t)+氊c(x,t)

氊2(x,t
é

ë
êê

ù

û
úú)

(2)

式中,t为 时 间;氊1(x,t)为 轴 向 位 移;氊2(x,t)为 横 向

位移。

根据材质力学[9] 可得

氊c(x,t)= -1
2曇

x

0

灥氊2(氃,t)2
灥氃 d氃

对rp 取变分,令B=焿IA,焿I=
0 -1é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú1 0
,可得

毮rp =毮毴gT
pB

T +毮gpAT (3)

式(1)对时间求一阶导数,可得

r·p =B毴
·
gp+Au·p (4)

式(1)对时间求二阶导数,可得

r暓p =B焿I毴
·2gp+B(毴暓gp+毴

·
u·p)+B毴

·
u·p+Au暓p (5)

柔性手臂的动能为

Ek = 1
2曇V

氀r
·T
pr

·
pdV (6)

式中,氀为材质密度;V 为柔性手臂的体积。

柔性手臂的势能为

Ep = 1
2曇

l

0
ES(氊曚1(x,t))2dx+ 1

2曇
l

0
EI(氊曞2(x,t))2dx

(7)

式中,l为手臂长度;E为弹性模量;S为横截面积;I为截

面惯性矩;氊曚1(x,t)为氊1(x,t)对x的一阶导数;氊曞2(x,t)

为氊2(x,t)对x的二阶导数。

肩关节驱动力矩氂所做的虚功为

毮WF =氂毮毴 (8)

由Jourdain变分原理可得

曇V
(毮Ek-毮Ep+毮WF)dV =0 (9)

将式(1)~ 式(8)代入式(9),可得手臂的刚

柔耦合动力学方程[9]。由于轴向位移与横向位移

之间存在强耦合,不利于数值求解,本文采用模态

假设法对式(9)进行解耦。
定义:q(t)为模态坐标列阵,毜(x)为up 在

OiXiYi 下的模态形函数阵,具体元素为

q1(t)= [q(1)
1 (t)暋q(1)

2 (t)暋…暋q(1)
n (t)]T (10)

q2(t)= [q(2)
1 (t)暋q(2)

2 (t)暋…暋q(2)
n (t)]T (11)

毜1(x)= [毤
(1)
1 (x)暋毤

(1)
2 (x)暋…暋毤

(1)
n (x)] (12)

毜2(x)= [毤
(2)
1 (x)暋毤

(2)
2 (x)暋…暋毤

(2)
n (x)] (13)

式中,n为模态阶数;毤
(1)
i (x)、毤

(2)
i (x)分别为柔性手臂轴

向和横向振动的第i阶主振型。

物理坐标到模态坐标的变换为

氊1(x,t)=毜1(x)q1(t)

氊2(x,t)=毜2(x)q2(t }) (14)

将式(10)~ 式(14)代入式(9),可得手臂解

耦后的动力学方程
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ë

ê
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ê

ù

û
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(15)

式(15)可简写成

Mp暓+Gp
·
+Kp =Q (16)

p= 毴 q1 q[ ]2
T

式中,M为广义质量矩阵;G为哥氏项;K为刚度矩阵;Q为

广义力矩阵。

式(15)中各矩阵元素为

M11 =J+qT
1曇

l

0
氀S毜T

1(x)毜1(x)dxq1 +

qT
2曇

l

0
氀S毜T

2(x)毜2(x)dxq2 +2U11q1 -qT
2E1q2

M12 = -qT
2曇

l

0
氀S毜T

2(x)毜1(x)dx

M13 =U12 +qT
1曇

l

0
氀S毜T

1(x)毜2(x)dx

M21 = MT
12 +MT

13

M22 =曇
l

0
氀S毜T

1(x)毜1(x)dx

M23 =曇
l

0
氀S毜T

2(x)毜2(x)dx

G2 = -曇
l

0
氀S毜T

1(x)毜2(x)dx暋暋

G1 = -GT
2

K11 =曇
l

0
ES毜曚T

1(x)毜曚1(x)dx

K22 =曇
l

0
EI毜曞T

2(x)毜曞2(x)dx

K1 =曇
l

0
ES毜曚T

1(x)毜曚1(x)dx-毴
·2M22

K2 =曇
l

0
EI毜曞T

2(x)毜曞2(x)dx-毴
·2M23 +毴

·2E1

E1 =曇
l

0
氀Ss(x)dx暋暋

J=曇
l

0
氀Sx2dx

Qf1 = -2毴
·[(qT

1M22q
·
1 +qT

2M23q
·
2 +U11q

·
1 -qT

2E1q
·
2]

Qf2 =毴
·2UT

11暋暋

U11 =曇
l

0
氀Sx毜1(x)dx

U12 =曇
l

0
氀Sx毜2(x)dx

s(x)=曇
x

0
毜曚T

2(氃)毜曚2(氃)d氃

式中,J为转动惯量。

2暋仿人机器人运动与机构材质分析

仿人机器人手臂的复合运动可分解成水平面

内的转动和垂直面内的摆动。其中,垂直面内运

动受重力影响较大。本文研究垂直面内在重力作

用下的摆动运动。ADAMS是机械领域可靠的虚

拟样机软件,已经被广泛采用。图2所示为利用

ADAMS建立的仿人机器人手臂垂直面内的运动

机构。

图2暋柔性手臂垂直面摆动虚拟样机

可利用 ADAMS中的 AutoFlex模块方便地

建立柔性杆件模型,但该模块的缺点是材料柔性

调节功能有限,不能仿真任意材料柔性(若参数不

合适,较容易导致求解发散),不具备柔性变形的

模态分析功能。
目前仿人机器人机构(含外表面)可选用材质

有铝合金、聚乙烯、聚丙烯、有机陶瓷、有机玻璃、
碳纤维、碳纤维增强性复合材质等。本文针对常

用的碳纤维、铝合金、聚乙烯、聚丙烯等4种材质

进行对比研究,材质物理特性参数如表1所示。
为保证质量轻,手臂的支撑机构可建模为细长杆,
机构参数(参考成人手臂参数)如表2所示。

表1暋典型材质的物理参数

材质
密度

氀(kg/m3)

弹性模量E
(GPa)

比值E/氀
(N·m/kg)

碳纤维 1700 231.00 1.35暳108

铝合金 2700 71.00 2.63暳107

聚丙烯 900 1.32 1.45暳106

聚乙稀 920 0.20 2.17暳105

表2暋机构参数

长度(mm) 半径(mm)
横截面积

(mm2)

截面惯性矩

(mm4)

800 4 72 8200

暋暋摆动中,柔性手臂一端固定,一端自由,形函

数矩阵毜1(x)、毜2(x)可设计为

毤
(1)
i (x)=sin

(2i-1)
2l x (17)

毤
(2)
i (x)=cos毬ix-cosh毬ix+毸i(sin毬ix-sinh毬ix)

(18)

i=1,2,…,n

毸i = -cos毬il+cosh毬il
sin毬il+sinh毬il

毬1l=1.875暋暋毬2l=4.694

毬il= (i-0.5)毿暋暋i曒3
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模态阶数增加会加大计算量。文献[10飊11]
研究表明,二阶模态已能达到杆件运动所要求的

精度。本文采用前二阶模态对柔性手臂刚 - 柔

耦合动力学方程进行求解,即n=2。

3暋柔性手臂运动仿真实验

3.1暋垂直面摆动仿真

为便于比较不同材质机械臂的柔性变形,并
对其进行模态分析,本文基于 Runge-Kutta算

法,利用 MATLAB编写了自适应变步长微分方

程求解算法,可根据材料特性来调节求解步长,从
而避免求解发散,并可对末端弹性振动进行模态

分析。柔性手臂的横向变形位移可反映出材质本

身的特性。轴向变形对整个手臂运动的影响较

小,可忽略。
柔性手臂在重力作用下,由初始角度毴(0)=

0开始摆动。初始时无变形,且毴
·
(0)=毴暓(0)=0。

仿真时间为1s,数据采集频率为10kHz。
首先,针对铝合金材料的手臂,在 ADAMS

和 MATLAB中分别进行了仿真,验证自编程序

的有效性。图3所示为手臂摆动角度曲线对比。

图3暋柔性手臂摆动角度曲线

由图3可知 MATLAB和ADAMS仿真刚性

手臂摆动曲线完全一致。仿真柔性手臂时,角度

曲线相比于刚性手臂角度曲线的变化特征一致

(偏差来源于对材质柔性的描述精度不同),且

MATLAB 仿 真 得 到 的 曲 线 与 已 有 文 献 一

致[12飊13]。说明自编 Runge-Kutta算法正确,且
可灵活调节求解精度。

图4~图7为采用 MATLAB仿真时,摆动

中不同材质柔性手臂末端的横向变形位移及局部

放大、横向变形位移频谱图。
由图4~图7可见,不同材质手臂的变形量

有很大差别,逐级相差可达一个数量级。聚乙烯

材质手臂的变形量太大,不适合做仿人机器人机

构件。由于建模中未考虑运动中的空气阻力和摩

擦力,手臂在重力作用下做等幅摆动(对手臂振动

图4暋碳纤维机械臂横向位移及局部放大图

图5暋铝合金机械臂横向位移及局部放大图

位移的激励)。图4~图7末端位移为手臂回转

角引起的弹性变形位移和刚柔耦合角引起的变形

位移之和,不包含手臂回转运动的刚性位移。图

4~图7左列主要反映手臂回转角引起的弹性变

形位移,右列主要反映刚柔耦合角引起的变形

位移。
由图8所示可知,不同材质手臂的横向变形

频谱图不同。手臂横向变形振动中的一阶频谱幅

值大于二阶频谱幅值。重力作用下自由摆动变形

的频率与实际相符,验证了本文建立的模型及求

解算法有效。

3.2暋量化对比分析

表3、表4所示为不同材质手臂在垂直面内
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图6暋聚丙烯机械臂横向位移及局部放大图

图7暋聚乙烯机械臂横向位移及局部放大图

摆动中的横向变形位移量和模态分析。

暋暋细长杆的变形量主要取决于弹性模量E,E
越大,变形量越小,但并不是线性关系。碳纤维材

质手臂柔性变形较小,被动柔顺特性较差,但位置

精度高。在要求机器人有较高柔性的场合,聚丙

烯材质的手臂较合适。在要求位置精度高的场

合,碳纤维和铝合金较合适。聚乙烯适合做仿人

机器人表面柔性材料。仿人机器人被动柔顺运动

时,末端位置被动柔顺量不应超出末端横向变

形量。
柔性手臂的固有频率与制作材质的长度、横

截面积、弹性模量、截面惯性矩、材质密度有关。
在手臂的横截面积和截面惯性矩固定情况下,固

(a)碳纤维机械臂横向位移频谱图

(b)铝合金机械臂横向位移频谱图

(c)聚丙烯机械臂横向位移频谱图

(d)聚乙烯机械臂横向位移频谱图

图8暋垂直面摆动中手臂的横向变形频谱

表3暋不同材质柔性手臂末端横向变形位移

材质 碳纤维 铝合金 聚丙烯 聚乙稀

变形量(mm) 暲0.19 暲3.95 暲16.82 暲112.24

变形量/长度

(%)
0.024 0.490 2.100 14.030
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表4暋不同材质的柔性手臂垂直面运动的模态分析

材质 碳纤维 铝合金 聚丙烯 聚乙烯

一阶模态(mm) 0.09 1.89 8.32 56.68

二阶模态(mm) 0.007 0.030 0.640 4.220

一阶振动频率(Hz) 469.45 198.37 48.93 18.29

一阶固有频率(Hz) 680.65 298.89 73.89 25.23

二阶振动频率(Hz) 2238 630 210 81

二阶固有频率(Hz) 4284 1889 446 172

有频率与E/氀比值成正比关系。4种材质中,碳
纤维的E/氀比值最大,对应的固有频率也最大。
从表4可知,4种材质的振动频率都比其固有频

率小,但远大于手臂自由摆动的频率。手臂的高

阶模态对应的幅值比机械臂自由摆动频率对应的

幅值要小很多。在仿人机器人手臂运动规划中,
摆动频率应避免与对应材质杆件的模态固有频率

接近;轨迹规划的精度应该在一阶模态范围内。

4暋结论

本文基于变分原理建立了刚柔耦合动力学模

型,通过对比4种材质手臂的垂直面摆动横向变

形位移及振动的一阶、二阶模态,得出下列结论:
(1)在仿人机器人拟人运动中,末端横向变形

量和模态振动远大于刚性材质的工业机器人,材
料的柔性不可忽略。

(2)随着弹性模量与密度比值的增大,手臂固

有频率不断增大,手臂的横向变形位移量不断

减小。
(3)碳纤维材质可被近似建模为刚体;聚乙烯

材质不适合制作仿人机器人的机构件,但可考虑

用其制作机器人的柔性外表面;碳纤维和铝合金

比较适合制作机构件;聚丙烯材质适合制作要求

刚度和柔顺综合性能较好的构件。
本文研究成果为仿人机器人柔性手臂的选

材、被动柔顺设计、运动规划和轨迹规划精度提供

了量化参考。通过阻尼设计减小模态振动是仿人

机器人设计中需进一步研究的课题。
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