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摘要:根据齿轮空间啮合原理,分析了范成法生成高阶椭圆锥齿轮齿廓过程中,范成刀具的空间走

刀位置;建立了高阶椭圆锥齿轮齿廓的数学模型,推导出了高阶椭圆锥齿轮的齿面方程,得到了高阶椭

圆锥齿轮副的虚拟实体及装配模型;探讨了采用五轴联动数控机床加工高阶椭圆锥齿轮的方法,通过高

阶椭圆锥齿轮的加工与啮合试验,对高阶椭圆锥齿轮理论传动比与实际传动比进行了对比分析,验证了

范成法生成高阶椭圆锥齿轮齿廓模型的正确性,以及采用五轴数控机床加工高阶椭圆锥齿轮的可行性。
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0暋引言

非圆锥齿轮是用来传递两相交轴之间非匀速

比运动的,它结合了非圆齿轮与圆锥齿轮的特点,
具有体积小、运动平稳、传动效率高等优点[1]。非

圆锥齿轮现在主要用在一些特殊的传动场合,如
非圆锥齿轮限滑差速器、非圆锥齿轮变量泵等。
随着对非圆锥齿轮研究的深入,这一新型的传动

形式必然会应用到更多的场合,这就对非圆锥齿

轮的设计、加工制造提出了进一步的要求。
齿形的设计是齿轮传动设计中一个重要的方

面,齿形设计的优劣,关系到齿轮副是否可以按照

预定的传动比进行传动,以及齿轮副啮合情况的

好坏。非圆锥齿轮齿形设计尤为复杂,其中赵玉

民等[2]、Xia等[3]根据不同的理论各自提出了非

圆锥齿轮齿形设计的方法。本文基于传统的齿轮

范成法原理来设计非圆锥齿轮的齿形。

非圆锥齿轮加工是限制其应用的主要瓶颈,
目前在国内外,针对非圆锥齿轮的加工尚未提出

很好的解决方法,相关研究还处于探索阶段[4飊5]。

CNC技术的日趋成熟和普及,特别是五轴联动数

控机床的出现,很好地解决了复杂曲面的加工问

题,且五轴联动数控机床加工精度高,这为非圆锥

齿轮的加工制造提供了新的途径。

1暋基本原理

椭圆锥齿轮副是一种典型的非圆锥齿轮传动

形式,当将椭圆锥齿轮的极角缩小整数倍,就可演

变出相应的高阶椭圆锥齿轮副,即对应演变成二

阶椭圆锥齿轮副、三阶椭圆锥齿轮副、…、n阶椭

圆锥齿轮副[6]。 高阶椭圆锥齿轮的节锥面方程

如下:

氀(毴)=arctan 1-k2

1-2kcosn毴+k2 (1)

式中,n为主动轮的阶数;k为主动轮的偏心率;毴为高阶椭

圆锥齿轮的周转角。
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高阶椭圆锥齿轮实现的传动比为

i12 =1-2kcosn毴+k2

1-k2 (2)

1.1暋 高阶椭圆锥齿轮齿廓形成原理

由齿轮空间啮合原理可知,当高阶椭圆锥齿

轮副传动时,两高阶椭圆锥齿轮的节锥面做相切

纯滚动,若把其中一个高阶椭圆锥齿轮换成刀具

(标准的圆锥齿轮),此时两者的传动表现为高阶

椭圆锥齿轮的节锥面与圆锥齿轮刀具的节锥面做

相切纯滚动。在啮合过程中,刀具的齿廓将会包

络出与其具有相同渐开线形状的齿廓,这样即可

获得高阶椭圆锥齿轮的齿形。
由上述原理可得到高阶椭圆锥齿轮在采用范

成法进行加工的过程中,各运动参数之间的关系

以及高阶椭圆锥齿轮齿形的生成过程。建立范成

加工的坐标系,如图1所示,三维笛卡儿坐标系

OXYZ 的原点位于O 点,Z轴竖直向上,Y 轴水平

向右;高阶椭圆锥齿轮的锥顶与原点O重合,高阶

椭圆锥齿轮的回转中心轴与Z 轴重合;刀具的自

回转中心轴为OO1,在初始位置时,刀具的节曲

线与高阶椭圆锥齿轮的节曲线相切于点 M,OM
与Z 轴正方向夹角为氀0;刀具节曲线相切于高阶

椭圆锥齿轮的节曲线并做纯滚动,刀具绕Z 轴转

过角度毴1 时,如图1所示,此时刀具节曲线与高阶

椭圆锥齿轮的节曲相切于点M曚,刀具的回转中心

轴为OO曚1,切线OM曚与Z 轴正方向夹角为氀1。

1.高阶椭圆锥齿轮的节曲线 暋2.刀具节曲线

3.刀具移动轨迹

图1暋 范成加工的坐标系

图1中,毮为圆锥刀具的节锥角。
根据齿轮啮合原理,可得刀具绕Z 轴转过的

角度为毴1 时,刀具转过球面弧为掞 採梺梺MM曚,掞 採梺梺MM曚的长

度为[7]

氞MM曚=R曇
毴1

0
sin2氀(毴)+氀

·2(毴)d毴 (3)

式中,R为高阶椭圆锥齿轮的球面半径。

刀具绕自身旋转轴转过的角度:

毴OO1 =
氞MM曚
Rsin毮=曇

毴1

0
sin2氀(毴)+氀

·2(毴)d毴

sin毮
(4)

由图1知,氉0=氀0+毮,氉1=氀1+毮,刀具绕Y轴旋转

的角度毴y 为

毴y =氉1 -氉0 =氀1 -氀0 (5)

综合式(4)、式(5),可以确定范成加工过程中,高
阶椭圆锥齿轮与刀具范成运动时的运动变化关系

如下:

毴OO1 =曇
毴1

0
sin2氀(毴)+氀

·2(毴)d毴

sin毮
毴y =氀1 -氀0

毴z =毴

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

1

(6)

根据以上齿廓成形原理,在Solidworks中利

用其应用程序接口(API),开发高阶椭圆锥齿轮

参数 化 仿 真 范 成 加 工 程 序,运 行 结 果 如 图 2
所示。

暋 (a)二阶 (b)三阶 (c)四阶

图2暋 高阶椭圆锥齿轮包络齿廓

1.2暋 高阶椭圆锥齿轮齿面方程

根据上述高阶椭圆锥齿轮齿廓生成原理,由
空间几何关系,利用解析法可以推导得到高阶椭

圆锥齿轮的齿面方程。

1.高阶椭圆锥齿轮的节曲线 暋2.刀具移动轨迹

3.高阶椭圆锥齿轮齿廓 暋4.刀具齿廓

图3暋 齿面的形成

建立齿面的范成坐标系,如图3所示,刀具由

初始位置绕Z 轴旋转毴1 到如图3所示位置。此

时,刀具节曲线与高阶椭圆锥齿轮的节曲线相切

于点M曚,刀具齿廓与高阶椭圆锥齿轮齿廓相切于

点N,以原点O 为圆心,过点 M曚 和N 作圆弧
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掞採梺梺M曚N,掞採梺梺M曚N 对应的圆心角为毩,过M曚点作氞M曚A 的

切线分别交Z轴和OA 于B、E 两点;过 M曚点作
掞採梺梺M曚N 的切线交ON 于点C;连接BC并延长交OA曚
于点F。

在图3所示的位置,刀具节曲线在高阶椭圆

锥齿轮节曲线滚过的弧长所对应的圆心角氉为[7]

氉=曇
毴1

0
sin2氀(毴)+氀

·2(毴)d毴 (7)

设刀具的法向压力角为毩n,
掞採梺梺M曚N 对应的圆心角

毩为

毩=arcsin(sin氉cos毩n) (8)

M曚B 与M曚C 的夹角毸01 为

毸01 =毿-arctansin氀(毴1)

氀
·(毴1)

+arctan(tan毩nsec氉) (9)

刀具齿廓与高阶椭圆锥齿轮的齿廓相切于点 N,

ON 与Z 轴的夹角氀n 为

氀n =arccos(cos氀(毴1)cos毩+sin氀(毴1)sin毩cos毸01) (10)

ON 在XY 平面的投影OA曚与OO曚1在XY 平面的

投影OA 的夹角殼毴为

殼毴=arccoscos毩-cos氀(毴1)cos氀n

sin氀(毴1)sin氀n
(11)

则综合式(10)、式(11),可得到高阶椭圆锥齿轮左

上齿廓方程为

氀n =arccos(cos氀(毴1)cos毩+sin氀(毴1)sin毩cos毸01)

毴n =毴1 +殼 }毴
(12)

其中,毴n 为OA曚与X 轴正向的夹角。
根据齿廓点所在的位置,将高阶椭圆锥齿轮

的齿廓分为:左边位于齿顶曲线与节曲线之间的

左上齿廓;左边位于齿根曲线与节曲线之间的左

下齿廓;右边位于齿顶曲线与节曲线之间的右上

齿廓;右边位于齿根曲线与节曲线之间的右下齿

廓。M曚B 与M曚C 的夹角因齿廓点所在的位置不

同取值会有所不同,当齿廓点分别在左上齿廓、左
下齿廓、右上齿廓、右下齿廓时,对应M曚B 与M曚C
的夹角分别为毸01、毸02、毸11、毸12,且毸ij(i=0,1;j=1,

2)对应取值分别为

毸01 =毿-毱1 +毱2

毸02 =毱1 -毱2

毸11 =毿-毱1 -毱2

毸12 =毱1 +毱

ü

þ

ý

ï
ï

ï
ï

2

(13)

毱1 =arctansin氀(毴1)

氀
·(毴1)

毱2 =arctan(tan毩nsec氉)

同理可得高阶椭圆锥齿轮的左下齿廓、右上

齿廓、右下齿廓方程,综合得高阶椭圆锥齿轮的齿

廓方程

氀n =arccos(cos氀(毴1)cos毩+sin氀(毴1)sin毩cos毸ij)

毴n =毴1 -(-1)i+j殼 }毴
(14)

1.3暋 高阶椭圆锥齿轮的几何设计

1.3.1暋 高阶椭圆锥齿轮的齿数Z1

在高阶椭圆锥齿轮传动过程中,轮齿的布局

通常是将长轴端布置成齿槽,短轴端布置成轮

齿。此时一对共轭齿轮的轮齿是对称分布的,轮
齿啮合过程的受力状态可得到改善,且方便于设

计及加工制造。此时高阶椭圆锥齿轮的齿数Z1

须满足如下方程:
Z1 = (2毰+1)n (15)

式中,毰为正整数。

在设计过程中可根据实际的受力情况,确定

正整数毰,从而确定高阶椭圆锥齿轮的齿数Z1。

1.3.2暋 高阶椭圆锥齿轮的球面半径R
由上述高阶椭圆锥齿轮的齿廓生成过程可

知,高阶椭圆锥齿轮的球面半径R 与圆锥刀具的

球面半径R曚相等,则可由圆锥刀具的基本参数确

定高阶椭圆锥齿轮的球面半径R。
由齿轮啮合原理可知,圆锥刀具与高阶椭圆

锥齿轮范成时,它们一个齿在节锥面上展开所对

应的弧长必须相等,即可以得到方程:

曇
2毿

0
sin2氀(毴)+氀

·2(毴)d毴

Z1
=2sin毮

Z0
(16)

式中,Z0 为圆锥刀具的齿数。

由于式(16)中有Z0、毮两个未知数,则可以取

定齿数Z0 来求出节锥角毮,也可以取定节锥角毮
来求出齿数Z0。同时,由于刀具其自身也要满足

不发生根切的条件,其齿数Z0 >17cos毮。
确定圆锥刀具的齿数和分锥角后,可由圆锥

齿轮的尺寸计算公式得到圆锥刀具的球面半

径R曚:

R曚=
m Z2

0 +(Z0

tan毮
)2

2
(17)

从而可得高阶椭圆锥齿轮的球面半径R:

R=
m Z2

0 +(Z0

tan毮
)2

2
(18)

1.3.3暋 高阶椭圆锥齿轮的齿宽B
由于高阶椭圆锥齿轮是一种新的锥齿轮传动

形式,该种齿轮的齿宽B尚没有通用的计算公式,
在此可借鉴圆锥齿轮的齿宽B 的计算公式:

B曑 R
3

(19)

在设计和实际加工过程中,由式(19)求得齿宽B
后,进行圆整,再根据实际受力情况进行调整。

1.4暋 高阶椭圆锥齿轮实体模型建立

在Solidworks中,利用其三维造型功能以及

应用程序接口(API),根据上述所提出的高阶椭
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圆锥齿轮齿形的设计方法,开发出高阶椭圆锥齿

轮实体建模的程序,建立高阶椭圆锥齿轮副的虚

拟实体及其装配模型,如图4所示。

(a)二阶

(b)三阶

(c)四阶

图4暋 高阶椭圆锥齿轮实体模型及装配体

2暋 五轴联动数控铣床加工过程

2.1暋 五轴联动数控铣床

高阶椭圆锥齿轮的加工,选用的是五轴联动

数控铣床,铣床型号为SmartCNC500,其工作部

分结构如图5所示,基本参数见表1。在铣床上共

有5个数控轴实现复杂曲面的加工,可以把其运

动轴分为刀具的运动轴和工件的运动轴。刀具运

动轴包括沿X轴方向的平移运动Xt、沿Y 轴方向

的平移运动Yt 及沿Z轴方向的平移运动Zt 等三

个平动轴;工件的运动轴由沿Z 轴方向的旋转运

动Zr 和沿Y 轴方向的旋转运动Yr 两个旋转轴

组成。

图5暋 五轴联动铣床结构与加工坐标系

表1暋 五轴联动数控铣床基本参数表

Xt/Yt/Zt 运动定位精度(mm) 0.008/0.006/0.006

Xt/Yt/Zt 重复定位精度(mm) 0.005/0.005/0.005

Yt 轴定位精度(曘) 0.033

Yt 轴重复定位精度(曘) 0.028

Yt 轴摆动范围(曘) -90~120

Zt 轴定位精度(曘) 0.058

Zt 轴重复定位精度(曘) 0.056

Zt 轴摆动范围(曘) 0~360

主轴转速(r/min) 2000~28000

最高切削进给速度(m/min) 6

2.2暋 五轴联动数控铣床的坐标系

如图5所示,建立铣床的固定全局坐标系

O0X0Y0Z0、刀 具 坐 标 系 O1X1Y1Z1(与 刀 具 固

连)、工件坐标系O2X2Y2Z2(与工件固连)。设初

始位置 时,三 坐 标 系 完 全 重 合 在 铣 床 坐 标 系

O0X0Y0Z0 上。 开 始 加 工 后, 刀 具 坐 标 系

O1X1Y1Z1 在全局坐标系O0X0Y0Z0 中沿X 轴、Y
轴及Z轴移动的距离分别为x、y、z,即刀具在铣

床坐标系O0X0Y0Z0 中平移的坐标为(x,y,z)。
同时,由于工件的旋转,工件坐标系O2X2Y2Z2 先

绕其Z2 轴旋转角度毭,再绕其Y2 轴旋转角度毲,由
于工件坐标系O2X2Y2Z2 只做旋转运动,全局坐

标 系 原 点 O0X0Y0Z0 和 工 件 坐 标 系 原 点

O2X2Y2Z2 是完全重合的。

2.3暋 加工过程

由以上分析可得,刀具坐标系变换到铣床坐

标系的变换矩阵为

T10 =

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
x y z

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú1

(20)

即刀具在全局坐标系O0X0Y0Z0 下的坐标为

x10 y10 z10[ ]1 = x1 y1 z1[ ]1 暳T10 (21)

工件坐标系变换到全局坐标系O0X0Y0Z0 的变换

矩阵为

T20 =

cos毭 sin毩cos毲 sin毭sin毲 0

-sin毭 cos毩cos毲 cos毩sin毲 0
0 -sin毲 cos毲 0

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú0 0 0 1

(22)

即工件在全局坐标系O0X0Y0Z0 下的坐标为

x20 y20 z20[ ]1 = x2 y2 z2[ ]1 暳T20 (23)

由式(21)~ 式(23)可得,刀具坐标系变换到

工件坐标系的变换矩阵为

x2 y2 z2[ ]1 = x1 y1 z1[ ]1 暳T10 暳T-1
20

(24)

由以上的坐标变换关系,即可建立起数控加

工时刀具与工件之间的位置变化关系。
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毛坯加工完成后,依据以上提出的加工铣床

及其坐标变换分析,编制加工所需的数控程序,即
可进行高阶椭圆锥齿轮的加工。本次加工包括粗

加工、半精加工和精加工三个程序。图6所示为

各个齿轮加工过程图及获得的二阶、三阶、四阶椭

圆锥齿轮样件,粗加工只需三轴联动即可完成,所
以加工过程中只有刀具坐标系相对于机床坐标系

的平移运动坐标变换。半精加工和精加工则必须

采用五轴联动加工,此时除了刀具坐标系相对于

铣床坐标系有平移坐标变换外 ,还包括工件坐标

系相对于铣床坐标系的旋转坐标变换。

(a)二阶

(b)三阶

(c)四阶

图6暋加工过程与高阶椭圆锥齿轮

2.4暋对滚检查

高阶椭圆锥齿轮运动检查,是将加工所得到

的二阶、三阶、四阶椭圆锥齿轮,在对滚检查机上

进行对滚检查试验,如图7所示。检查试验结果

表明,采用本文方法加工出来的高阶椭圆锥齿轮

副的啮合接触线轨迹接触良好,能够在全齿厚方

向上全接触滚动。验证了范成法生成高阶椭圆锥

齿轮齿廓模型的正确性,以及五轴数控精铣加工

方法的可行性。

图7暋对滚试验

2.5暋啮合试验

高阶椭圆锥齿轮传动的试验台由一台变频直

流电动机、变频控制器、转速扭矩传感器、位移传

感器、联轴器、高阶椭圆锥齿轮传动箱、试验台架、
计算机及数据采集处理软件等仪器及设备组成。
二阶椭圆锥齿轮传动试验台如图8所示。

图8暋二阶椭圆锥齿轮传动试验台

为测试转速,在输入/输出轴上分别安装了转

速扭矩传感器。通过转速扭矩传感器测出输入/
输出轴的转速,其比值即为所测传动比。依据搭

建好的试验平台和制订的试验方案进行试验数据

的测量和采集。将采集得到的数据经数据处理,
即可获得二阶椭圆锥齿轮的试验传动比与理论传

动比的对比结果,如图9所示。

图9暋传动比试验值与理论值对比

由图9可知,忽略加工制造误差、试验台的安

装误差以及测量环境中一些不确定因素的影响,
试验传动比曲线与理论传动比曲线相当吻合,表
明了本文建立的高阶椭圆锥齿轮副的设计计算方

法、齿廓生成方法及加工制造方法的正确性。

3暋结论

本文基于齿轮空间啮合原理,分析了范成法

生成高阶椭圆锥齿轮齿廓时,范成刀具的空间走

刀位置,推导出了高阶椭圆锥齿轮的齿面方程;结
合三维软件的二次开发,得到了高阶椭圆锥齿轮

实体模型及虚拟装配体;建立了五轴联动数控铣

床的坐标系,分别加工出了二阶、三阶、四阶椭圆

锥齿轮,并通过对滚检查试验及啮合传动试验,验
证了范成法生成高阶椭圆锥齿轮齿廓模型的正确

性,以及五轴联动数控加工高阶椭圆锥齿轮制造

方法的可行性。
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一种四自由度并联机构的性能指标分析

季暋晔暋刘宏昭暋原大宁暋王庚祥
西安理工大学,西安,710048

摘要:通过改变并联机构的拓扑结构,得到了一种具有空间四自由度的并联机构。根据位置关系方

程,通过理论推导,得到了机构速度和加速度映射解析方程,同时求出了机构的一阶和二阶影响系数矩

阵。综合分析了机构的运动学和动力学性能指标,得到了影响多种性能指标的敏感因素。考虑量纲的

不同,将Jacobian矩阵分离,在动平台任务空间内,研究了决定速度和力、角速度和力矩的性能指标。
提出了对 Hessian矩阵采用“分层暠研究的方式,在任务空间内,得到了各支链扰动对机构加速度和惯性

力性能的影响程度。研究结果为机构的设计和优化以及控制策略的选择提供了理论依据。
关键词:四自由度;影响系数矩阵;性能指标;并联机构

中图分类号:TP24暋暋暋暋暋暋DOI:10.3969/j.issn.1004-132X.2012.03.002

AnalysesforPerformanceIndicesofaFour-DOFParallelManipulator
JiYe暋LiuHongzhao暋YuanDaning暋WangGengxiang

Xi暞anUniversityofTechnology,Xi暞an,710048
Abstract:Aspatial4-DOFparallelmanipulatorwasdeducedintheeventthatthetopologyof

parallelmanipulatorwaschanged.Basedontheequationofposition,themappinganalyticequationof
velocityandaccelerationwasbuiltbytheoreticalderivation,andsimultaneouslythefirstandsecond
orderinfluencecoefficientmatrixesweresolved.Performanceindexesofkinematicsanddynamics
weremultianalyzed,andthefactorsthatoutputperturbationaffectsthesensitivityofinputsperturba灢
tionwerereceived.Takingdifferentunitsintoaccount,amatrixofJacobianwasdetached,andthen
performanceindexesofvelocity,force,angularvelocityandmomentwereanalyzedintaskworkspace
ofthemotionplatform.A methodofstratifiedlyresearchingthematrixofHessianwasproposedin
ordertocalculateperturbationofeachlimpdifferinginthedegreeinaccelerationandinertialforce
performanceindexesintaskworkspaceofmotionplatform.Theresultsprovidetheoreticproofforde灢
signingandoptimizingthemechanismandchoiceofcontrolstrategy.

Keywords:fourDOFs;influencecoefficientmatrix;performanceindex;parallelmanipulator

0暋引言

机构的性能评价是机器人研究的重要内容之

一,它对结构参数的选取和控制策略的拟定具有
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决定性作用。为了量化机构动力学性能,很多学

者都曾做过相关研究。早在1982年,Salisbury
等[1]采用Jacobian矩阵条件数研究了机构运动

性能。1983年,Asada[2]采用广义惯性椭球研究

了机器人动态性能特性。文献[3]将机构的Jaco灢
bian矩阵分离,分别研究了机构的移动性能和转
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