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摘要:首先从声学的角度推导出了线性欧拉方程理想匹配层(PML)边界条件的变换系数;然后推

导了笛卡儿坐标系和柱坐标系下全欧拉方程的PML方程,并说明了线性欧拉方程的PML方程只是全

欧拉方程的PML方程的一个特例;最后利用柱坐标系下全欧拉方程的 PML方程作为出流边界条件,
计算了喷气发动机进气道处的流场,用实例证明了全欧拉方程的PML方程的正确性。
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0暋引言

在计 算 流 体 力 学 (computationalfluiddy灢
namics,CFD)和 计 算 气 动 声 学 (computational
aeroacoustics,CAA)中,计算区域不可能无限大,
因此需要人为地将计算区域和远场分隔开来。为

了保持计算稳定,需要在分界处添加数值吸收边

界(有时也称为辐射边界、非反射边界等)条件。
这种数值边界起两个作用:一是让计算区域内的

各种波(声波、涡波、熵波)能无反射地通过边界;
二是让外界的任何扰动都不能传入计算区域。吸

收边界一直是计算气动声学领域的一个研究热点

和难点。现在主要的吸收边界有 Thompson提

出的特征边界、Giles提出的基于Fourier分析的

边界、Tam 和 Webb提出的辐射边界[1]、理想匹

配层(perfectlymatchedlayer,PML)边界[2]等。
在所有的这些边界中,PML 边界的效果最佳。
但 Tam 等[3]指出在有平均流的情况下 PML边

界也不能完全吸收所有反射波[4]。Hu通过坐标

变换方法改进了原有的 PML边界,提出了在有

非均匀平均流的情况下稳定的 PML边界条件,

并证明了PML边界的分离形式与非分离形式是

等价的。此外,他还提出了非线性欧拉方程和纳

维-斯托克斯方程的PML边界条件[5飊8]。但 Hu
的PML边界条件还存在以下两个问题:一是变

换系数毬是个经验参数,缺乏严格证明;二是在采

用非线性欧拉方程的 PML边界条件时,需要事

先假定一个平均流场,这样不利于编程实现。本

文主要解决以上两个问题,并给出了计算实例予

以验证。

1暋线性欧拉方程变换系数推导

假定平均流只位于x 方向,速度为um,密度

为氀m,压力为pm,则线性欧拉方程可表达为

灥氀曚
灥t+um

灥氀曚
灥x+氀m(灥u曚

灥x +灥v曚
灥y

)=0

灥u曚
灥t+um

灥u曚
灥x + 1

氀m

灥p曚
灥x =0

灥v曚
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灥v曚
灥x+ 1

氀m

灥p曚
灥y =0

灥p曚
灥t +um

灥p曚
灥x +毭pm(灥u曚
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(1)

式中,氀曚为扰动(相对于平均流而言)的密度;u曚为扰动x
方向的速度;v曚为扰动y方向的速度;p曚为扰动压力;毭为

空气绝热指数。
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联立式(1)中的后三式,消去u曚、v曚可得

(灥
灥t+um

灥
灥x

)2p曚-c2(灥
2p曚

灥y2 +灥2p曚
灥x2 )=0 (2)

c= 毭pm/氀m

式中,c为声速。

式(2)即为对流的波动方程。由于空气对流

的作用,波的群速度和相速度不一定沿着同一方

向。如果此时在PML中引入阻尼,则不能完全消

除反射波,从而影响数值稳定性。为了解决这个

问题,需要对式(2)进行适当的线性坐标变换。
坐标变换有两种方式,一种是保持时间不变,进行

空间变换,即
t=t
x=x+毬 }x

(3)

其中,t、x 分别为新坐标系下的时间和位移,但在

计算中,所有的计算网格都已经划分完毕,如果再

采用这种变换,需要重新映射网格,势必引起更多

的麻烦。所以只能够对时间实行变换,即
t=t+毬x
x= }x

(4)

其中,毬为一常数,其他的所有量都保持不变。这

种变换的目的是为了使式(2)具有与平均流为零

情况下的波动方程一样的特点,然后再引入PML
边界就不会引起数值不稳定。

经式(4)变换后,有
灥
灥t= 灥

灥ttt+ 灥
灥xxt = 灥

灥t
灥
灥x = 灥

灥ttx + 灥
灥xxx = 灥

灥x+毬
灥
灥t

灥2
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灥t2

灥2

灥x2 = (灥
灥x+毬

灥
灥t
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2
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(5)

其中,下标t、x 分别表示对原坐标下的t、x 求偏

导。将式(5)代入式(2)可得

灥2p曚
灥t2 +2um(灥

2p曚
灥t灥x+毬

灥2p曚
灥t2 )+

u2
m(灥

2p曚
灥x2 +2毬

灥2p曚
灥t灥x+毬2灥2p曚

灥t2 )-

c2(灥
2p曚

灥x2 +2毬
灥2p曚
灥t灥x+毬2灥2p曚

灥t2 +灥2p曚
灥y2 )=0 (6)

如果能将式(6)中的混合导数项消去,那么

其在本质上与静止时的声音控制方程一样。所以

应该保证:
um +毬u2

m -毬c2 =0 (7)

也即

毬= um

c2 -u2
m

(8)

因此坐标变换为

t=t+ um

c2 -u2
m
x

x= }x
(9)

即通过式(9)的坐标变换,由式(1)决定的声波在

传播的过程中与无平均流时的声波在本质上具有

相同的特点。 所以在采用非线性欧拉方程的

PML 边界条件时,需要先通 过 式 (9)的 坐 标

变换。
如果速度量纲以声速c为单位,平均流的马

赫数Ma 为um/c,则毬可以改写为

毬= Ma
1-Ma2 (10)

这个系数正是 Hu[6] 在推导线性欧拉方程的

PML方程时用的经验系数。此处从声学方程的

角度对这个系数进行了严格的推导。

2暋 笛卡儿坐标系下全欧拉方程的PML方程

笛卡儿坐标系下的全欧拉方程为

灥氀
灥t+v灥氀

灥y+u灥氀
灥x+氀(灥v

灥y+灥u
灥x

)=0

灥u
灥t+v灥u

灥y+u灥u
灥x+ 1

氀
灥p
灥x =0

灥v
灥t+v灥v

灥y+u灥v
灥x+ 1

氀
灥p
灥y=0

灥p
灥t+v灥p

灥y+u灥p
灥x+毭p(灥v

灥y+灥u
灥x
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(11)

现假定所有的平均流只限于x 方向,并将所

有的流动变量分离成平均量与扰动量之和,那么

氀=氀m +氀曚
u=um +u曚
v=v曚

p=pm +p

ü
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ý
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(12)

式中,氀m、um、pm 分别为平均流的密度、速度和压力;氀曚、

u曚、p曚分别为扰动量的密度、速度和压力。

由于假定平均流只限于x 方向,vm =0,那么

将式(12)代入式(11)可得

灥氀曚
灥t+v曚灥氀曚

灥y+(um +u曚)灥氀曚
灥x+

暋暋(氀m +氀曚)(灥v曚
灥y+灥u曚

灥x
)=0

灥u曚
灥t+v曚灥u曚

灥y+(um +u曚)灥u曚
灥x + 1

(氀m +氀曚)
灥p曚
灥x =0

灥v曚
灥t+v曚灥v曚

灥y+(um +u曚)灥v曚
灥x+ 1

(氀m +氀曚)
灥p曚
灥y =0

灥p曚
灥t +v曚灥p曚

灥y +(um +u曚)灥p曚
灥x +

暋暋毭(pm +p曚)(灥v曚
灥y+灥u曚

灥x
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(13)

如果写成矩阵的形式,式(13)可表示为

灥U曚
灥t +A灥U曚

灥x +B灥U曚
灥y =0 (14)
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U曚=
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B=

v曚 0 氀m +氀曚 0
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根据 Hu[5飊7] 的方法,可以按照以下三步推导

PML的方程。首先将式(14)进行如式(9)所示

的坐标变换,可得

(I+毬A)灥U曚
灥t +A灥U曚

灥x +B灥U曚
灥y =0 (15)

式中,I为单位矩阵。

假定时间上U曚为单个Fourier成分,即U曚=
U曚e-i氊t,则在频域中,式(15)变为

-i氊(I+毬A)U曚+A灥U曚
灥x +B灥U曚

灥y =0 (16)

然后,通过复数变易法,引入阻尼[6],即
灥
灥x 曻 1

1+i氁
氊

灥
灥x

(17)

其中,氁为一个吸收系数,它可以为一个常数,也
可以为在空间上变化的函数。则式(16)变为

-i氊U曚-(i氊-氁)毬AU曚+氁U曚+

暋暋A灥U曚
灥x +B灥U曚

灥y +氁B灥q
灥y=0

暋暋暋 q=iU曚
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(18)

式(18)便是频域中的PML方程,但所有的

计算都是在时域中进行的,所以最后一步就是将

式(18)再变回时域并变回原坐标。将式(18)变

回时域为

灥U曚
灥t +毬A

灥U曚
灥t +氁毬AU曚+氁U曚+

暋暋A灥U曚
灥x +B灥U曚

灥y +氁B灥q
灥y=0

暋暋 灥q
灥t=U
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(19)

最后,将式(19)变回原坐标为

灥U曚
灥t +A灥U曚

灥x +氁毬AU曚+氁U曚+B灥U曚
灥y +氁B灥q

灥y=0

灥q
灥t=U
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(20)

如果略去式(20)中的高阶小量,则可直接得

到线性欧拉方程的PML方程,即

灥U曚
灥t +A曚灥U曚

灥x +氁毬A曚U曚+氁U曚+B曚灥U曚
灥y +氁B曚灥q

灥y=0

灥q
灥t=U
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ý
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ïï曚

(21)
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0 um 0 1
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0 毭pm 0 u
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m

B曚=

0 0 氀m 0
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0 0 0 1
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0 0 毭pm
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式(21)与文献[8]中的方程相比,形式大大

简化,更易于编程实现。

3暋 柱坐标系下全欧拉方程的PML方程

如果不考虑流体在周向的流动,则柱坐标系

下的全欧拉方程为

灥氀
灥t+v灥氀

灥r+u灥氀
灥x+氀(灥v

灥r+ v
r +灥u

灥x
)=0

灥u
灥t+v灥u

灥r+u灥u
灥x+ 1

氀
灥p
灥x =0

灥v
灥t+v灥v

灥r+u灥v
灥x+ 1

氀
灥p
灥r=0

灥p
灥t+v灥p

灥r+u灥p
灥x+毭p(灥v

灥r+ v
r +灥u

灥x
)=
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(22)

现假定平均流沿着x 方向,与笛卡儿坐标系

下全欧拉方程类似,将所有流体变量分解为平均

量与扰动量之和,则式(22)可以改写成

灥U曚
灥t +A灥U曚

灥x +B灥U曚
灥r + 1

rCU曚=0 (23)

C=

0 0 氀m +氀曚 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 毭(pm +p曚)
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ê
ê
ê
êê

ù
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ú
ú
ú
úú0

其中,矩阵U曚、A、B与笛卡儿坐标系下相同。
采用第一节推导的变换系数毬,然后按照第

二节的三步变换法,可以得到柱坐标系下全欧拉

方程的PML方程如下:
灥U曚
灥t +A灥U曚

灥x +氁毬AU曚+氁U曚+B灥U曚
灥r +

暋暋氁B灥q
灥r+ 1

rCU曚+氁
rCq=0

暋暋 灥q
灥t=U

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï曚

(24)

其中,矩阵A、B、C与式(23)一致。如果略去高阶
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小量,也可以得到柱坐标系下线性欧拉方程的

PML方程。

4暋 应用算例

为了验证全欧拉方程的PML方程的正确性,
现利用其计算喷气发动机进气道(压气机前)的

流场。假定气体在周向的速度为零,则该三维问

题就转化为一个二维问题,另外忽略气体的黏性

(低马赫数下这种假设是可行的)。整个计算区域

如图1所示。其中,B4B5 之间的粗黑线表示机匣

(casing),B8B9 之间的粗线表示转子 (spinner),

B1B9 为对称轴,B1B2B3B4 表示计算区域的外边

界,B5B6B7B8 为外加的 PML区域,真实的流场

并不需要这一区域。
计算时以机匣的内径D 为单位长度,以空气

中的声速c为单位速度,以D/c为单位时间,以空

气密度氀0 为单位密度,以氀0c2 为单位压力。控制

方程采用式(22),空间离散采用色散关系保持格

式(DRP),时 间 积 分 采 用 优 化 的 多 步 时 间 格

式[9]。所用边界条件如下:在远离进气道的B1-
B2-B3-B4 边界上,采用辐射边界条件[9];在机

匣和转子表面采用外伸点固壁滑移边界条件

(ghostpointmethods)[10];在B5、B6、B7、B8 所围

成的区域中,采用PML作为出流边界条件,即先

确定PML中的平均流在x 方向的速度,然后通

过等熵关系式计算出压力、密度、等流体变量,将
这些量作为式(24)中平均流的流体变量。通过

PML与内部区域不断交换数据,可使与PML交

界的内部流场的各变量接近或者达到PML中设

定的平均流场变量值。
由于DRP格式要求计算网格不能扭曲,所以

不能直接在图1所示的计算区域中进行计算。需

要先通过保形映射将机匣和转子映射到计算平

面,然后在计算空间中划分矩形网格,并将式(22)
转化成计算空间中的形式求解,最后将计算的结

果再通过逆变换转换到图 1 所示的物理空间

中[11]。

图1暋喷气发动机进气道计算区域

马赫数为0.3时的流线图如图2和图3所

示。从流线图 PML边界条件可以看出,周围的

气体都吸入到了进气道中,在气流出口处没有反

射现象发生,这说明了全欧拉方程的正确性,同时

也说明了利用非线性PML作为出流边界条件是

可行的。

图2暋全计算区域的流线图

图3暋进气道的流线图

当然也可以利用有限体积法来计算流场,这
里主要是用此例来证明全欧拉方程PML边界条

件的正确性。
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图6暋优化前后效率对比分析

6暋结语

本文提出的构件组织方法具有自适应能力,
它能根据业务频率的持续变化对构件库的组织形

式做适当调整,使构件复用效率得以持续提高。
通过挖掘工作流日志,完全能够准确地反馈出业

务频率的持续变化趋势。再通过构件组合算法,
容易获得负载变高的构件组合,进而使得ESA系

统运行效率保持最高。该方法技术路线简单可

行,易于在ESA系统中使用。
由于本文提出的构件组织方法是源于当前的

业务频率,是对现实业务发生情况的反馈,因此

和其他方法相比,完全能准确地反映构件的执行

负载,并且改善构件的复用效率是动态的,具有

持续性,而不是依赖于人工做静态的性能描述。
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