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有均匀平均流的圆环管道声模态及其应用

柳占新1,2暋黄其柏1
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摘要:有平均流的圆环管道中的声传播规律不仅为计算气动声学提供验证算例,还可以由此近似研

究一些复杂结构的声传播现象。从控制方程出发,推导了有平均流的圆环管道声模态的色散与声功率

的关系,并提供了求解超越色散关系方程的方法,得到了单个声模态的解析表达式。以圆环管道中的单

个声模态作为输入,模拟了涡扇发动机进气道的声传播过程。
关键词:圆环管道;声模态;计算气动声学;喷气发动机;进气道
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AcousticModesinAnnularDuctwithUniform MeanFlowandTheirApplications
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Abstract:Thesoundwavepropagationinannularductwithmeanflowcanbeusedtovalidatecal灢

culationresultsofcomputationalaeroacousticsandtoapproximatelyinvestigatethemechanismofa灢
cousticwavepropagationincomplexgeometries.Thedispersionrelationofacousticmodesinannular
ductwithmeanflow wasdeducedfromthegoverningequation,Eulerequation,andthemethodsto
findsolutionstothedispersionrelationequationwerepresented.Thewaytocomputesoundpowerin
theductwithmeanflowwasalsoincluded.Andthensoundwavepropagationattheinletofajeten灢
ginewassimulatedbyprescribingasingleacousticmode.

Keywords:annularduct;acousticmode;computationalaeroacoustics(CAA);engine;inlet

0暋引言

气动声学是一门研究气体运动产生声音以及

声音在运动气体中的传播过程的一门科学。由于

气动声学方程复杂,要解析地描述复杂几何形体

收稿日期:2010—07—01
基金项目:国家留学基金委建设高水 平 大 学 公 派 研 究 生 项 目

([2008]3019)

的气动声学场(包括声的辐射与传播)几乎是一件

不 可 能 的 事。计 算 气 动 声 学 (computational
aeroacoustics,CAA)的出现为打开气动声学的神

秘大门提供了神奇的钥匙。一些简单几何形体的

气动声学问题,相对较容易求出解析解或者进行实

验验证,这类问题对验证CAA方法的准确性提供

了素材,如CAA的一系列基准问题[1]。有平均流
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的圆环管道中的声传播问题就属于这类相对简单

的问题,引起了大量学者的兴趣[2飊5]。有平均流的

圆环管道中的声传播的研究意义不仅在于给CAA
提供论据,更重要的是它为研究更复杂的问题提供

了思路。如人们用圆(环)管道近似代替涡扇发动

机进气道,然后研究吸声材料添加方法[4,6飊8]。本文

将由线性欧拉方程出发,推导有均匀平均流的情况

下圆环管道内的声传播、声功率的解析表达式,利
用单个声模态来模拟涡扇发动机进气道的声传播

现象。

1暋有平均流的管道声模态

圆环管道的模型如图1所示,假定其轴向无限

长,内外径分别为Di和Do,管壁都是刚性硬壁,管道

内的平均流场均匀,其马赫数为Ma。对于圆环管

道,自然坐标应该选用柱坐标,本文以(x,r,毤)代表

柱坐标在轴向、径向和旋转方向上的分量。管道内

声波的控制方程为线性欧拉方程,表述为

灥氀曚
灥t+v灥氀曚

灥r+v曚灥氀
灥r+u灥氀曚

灥x+u曚灥氀
灥x+氀(灥v曚

灥r+

暋v曚
r + 1

r
灥w曚
灥毤

+灥u
灥x

)+氀曚(灥v
灥r+ v

r +灥u
灥x

)=0

灥u曚
灥t+v灥u曚

灥r+v曚灥u
灥r+u灥u曚

灥x+

暋u曚灥u
灥x+ 1

氀
灥p曚
灥x -氀曚

氀2
灥p
灥x=0

灥v曚
灥t+v灥v曚

灥r+v曚灥v
灥r+u灥v曚

灥x+

暋u曚灥v
灥x+ 1

氀
灥p曚
灥r -氀曚

氀2
灥p
灥r=0

灥w曚
灥t +v灥w曚

灥r +u灥w曚
灥x +vw曚

r + 1
氀

1
r

灥p曚
灥毤

=0

灥p曚
灥t +v灥p曚

灥r +v曚灥p
灥r+u灥p曚

灥x +

暋u曚灥p
灥x+毭p(灥v曚

灥r+v曚
r + 1

r
灥w曚
灥毤

+

暋灥u曚
灥x

)+毭p曚(灥v
灥r+ v

r +灥u
灥x

)=

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï0

(1)

式中,氀、u、v、w、p分别为流体(气体)的密度、x方向速度、

r方向速度、毤方向速度、压力;毭为气体绝热指数;撇号“曚暠

表示声学扰动量,上横线表示平均流。

图1暋 固壁圆环管道模型示意图

为了便于计算,所有变量都采用以下基准进

行量纲一处理:长度基准为管壁外径D(即图1中

的Do);速度基准为管道中的音速a0;密度基准为

管道中空气密度氀0。 时间为D/a0,故压力为

氀0a2
0。

量纲一处理后,管道的外径为1。用氁代表圆

环管道内外径之比,即氁=Di/Do,从而管道的内

径Di=氁。所以管道外半径Ro=1/2,内半径Ri=
氁/2。

由等熵关系知

p/氀
毭 =const=p0/氀

毭
0 (2)

式(2)可以改写为

p=氀
毭(p0/氀

毭
0) (3)

将p看成是氀的函数,然后式(3)两边同时对

氀求导可得

dp= (p0/氀毭
0)毭氀

毭-1d氀 (4)

由于dp和d氀表示密度变化的小量 ——— 声学

扰动量,所以p曚=dp,氀曚=d氀。同时,
p0

氀0
= 1

毭
,氀曋1 (5)

将式(5)代入式(4),可得

p曚=氀曚 (6)

由于管中的平均流只沿着x 方向且流场均

匀,所以v=w=0,且所有平均流的导数项等于

零,略去高阶小量并联立式(6),则式(1)变为

灥u曚
灥t+Ma灥u曚

灥x+灥p曚
灥x =0

灥v曚
灥t+Ma灥v曚

灥x+灥p曚
灥r =0

灥w曚
灥t +Ma灥w曚

灥x + 1
r

灥p曚
灥毤

=0

灥p曚
灥t +Ma灥p曚

灥x +毭p(灥v曚
灥r

v曚
r + 1

r
灥w曚
灥毤

+灥u曚
灥x

)=

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï0

(7)

也即

灥V曚
灥t +Ma灥V曚

灥x = -煥p曚

灥p曚
灥t +Ma灥p曚

灥x = -煥·

ü

þ

ý

ï
ï

ïïV
(8)

其中V=(u,v,w)为速度矢量。消去式(8)中的

速度矢量,可得

(灥
灥t+Ma 灥

灥x
)2p曚-煥 2p曚=0 (9)

或者展开写成

(灥
灥t+Ma 灥

灥x
)2p曚-(灥

2p曚
灥r2 +

1
r

灥p曚
灥r + 1

r2
灥2p曚
灥氄2 +灥2p曚

灥x2 )=0 (10)

式(9)或式(10)就是有平均流的情况下圆环

管道的声传播控制方程。为了得到式(10)的解,
还需添加适当的边界条件。对于刚性壁,应该添

加无穿透边界条件,即
灥p曚
灥r =0(r=Ro = 1

2
及r=Ri = 氁

2
) (11)

对于圆环管道里传播的声音,可以认为其由

很多个Fourier模态组成,而单个Fourier模态的

形式为
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p曚= 寛p(r)ei(m氄+kx-氊t) (12)

式中,寛p(r)为实数;m 为周向模数(为整数);k为轴向波

数;氊为角速度。

而对于其他流体变量,也可以作相似的假

设。将式(12)代入式(10)可得

d2寛p
dr2 + 1

r
d寛p
dr

寛p+[(氊-kMa)2 -k2 -m2

r2 ]寛p=0 (13)

式(13)是一个典型的贝塞尔方程,其通解为
寛p=AJm(毬mnr)+BYm(毬mnr) (14)

毬2
mn = (氊-kMa)2 -k2

式中,A、B为常数;Jm、Ym 分别为m 阶的第一类和第二类

贝塞尔函数;下标n为径向模数。

从式(13)可以看出,如果毬mr 为其解,那么

-毬mn 也是其解,因此可以只考虑非负的毬mn。从

而在式(14)中,m 和毬mn 有以下几种组合方式:
(1)m=毬mn =0。由于第二类贝塞尔函数在0

处趋于-曓,为了保证解有界必有B=0,此时解

退化为一个常数,也就是 寛p=A,这个解就是平

面波。

(2)m >0且毬mn=0。此时 寛p为零,我们只关

注非零解,所以可以排除此类情况。
(3)m 曒0且毬mn >0。此时根据边界条件式

(11)可得

J
·

m(1
2毬mn) Y

·

m(1
2毬mn)

J
·

m(氁
2毬mn) Y

·

m(氁
2毬mn

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú)

é

ë
êê

ù

û
úú

A
B

=0 (15)

式(15)中,为了使A 和B 有解,必须让左边

矩阵的行列式等于零,即

J
·

m(1
2毬mn)Y

·

m(氁
2毬mn)-Y

·

m(1
2毬mn)J

·

m(氁
2毬mn)=0

(16)

式(16)就是圆环管道内声波的色散关系式,
求毬mn 的根的方法将在下一节讨论。找出了毬mn

的值,也就确立了波数k和角速度氊 的关系。将

毬2
mn =(氊-kMa)2-k2 改写为

(1-Ma2)k2 +2氊Mak-氊2 +毬2
mn =0 (17)

从而

k暲 = -氊Ma暲 氊2 -(1-Ma2)毬2
mn

1-Ma2 (18)

式中,k+、k- 分别为声波向下(游)和上(游)传播。

声波在传播过程中应该既不被衰减也不被放

大,因 此 k 必 须 为 实 数,并 且 必 须 有氊2 曒
(1-Ma2)毬2

mn。氊2=(1-Ma2)毬2
mn 对应的频率称

为截止频率,氊2 > (1-Ma2)毬2
mn 对应的声模态称

为传播声模态,氊2 < (1-Ma2)毬2
mn 对应的声模态

称为截止声模态。
在式(18)中,声波的角速度氊 一般为已知

数,也可以通过声波的频率求得,即氊=2毿f。但

需要注意的是,由于这里所有物理量都是量纲一

单位,频率也应该为量纲一单位。频率为f0(Hz)
的声波对应的量纲一频率为

f=f0D
a0

(19)

通过式(16)求得毬mn,氊 也已知,则可通过式

(18)求得波数k,从而式(14)中声压的解变为

暋寛p(r)=Amn[Jm(毬mnr)-
J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Ym(毬mnr)] (20)

式中,Amn 为声压幅值,由声功率决定。

将式(20)代入式(12)可得

p曚=Amn[Jm(毬mnr)-
J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Ym(毬mnr)]ei(m氄+kx-氊t)

(21)

将式(21)代入式(7)中,可以得到声波各个

变量的表达式:

氀曚=p曚=Amn[Jm(毬mnr)-
J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Ym(毬mnr)]ei(m氄+kx-氊t)

u曚= Amnk
氊-kMa

[Jm(毬mnr)-
J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Ym(毬mnr)]ei(m氄+kx-氊t)

v曚= -iAmn毬mn

氊-kMa
[J
·

m(毬mnr)-
J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(毬mnr)]ei(m氄+kx-氊t)

w曚= Amnm
r(氊-kMa)[Jm(毬mnr)-

J
·

m(1
2毬mn)

Y
·

m(1
2毬mn)

Ym(毬mnr)]ei(m氄+kx-氊t

ü

þ

ý

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

)

(22)

2暋 求解毬mn 的方法

为了求解圆环管道中的声模态,必须首先通

过式(16)才能得到毬mm。然而,此方程为超越方

程,不可能得到简单的解析解,所以需要利用数值

解法,如牛顿迭代法求解。在利用牛顿迭代法求

解的过程中,需要给定初值。为了得到这些初值,

可用薄管近似方法。假定Do-Di

Do
非常小,然后

用Rc=Ro+Ri

2
代替式(13)中的r,可得

d2寛p
dr2 + 1

Rc

d寛p
dr+(毬2

mn -m2

R2
c
)寛p=0 (23)

令 寛p=e毸r,则式(23)变为

毸2 +毸
Rc

+毬2
mn -m2

R2
c
=0 (24)

从而
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毸暲= - 1
2Rc

暲i 毬2
mn - 1

R2
c
(m2 + 1

4
) (25)

式(23)的解为
寛p=Ae毸+r+Be毸-r (26)

将边界条件式(11)代入式(26),可得

毸+e毸+Ro 毸-e毸-Ro

毸+e毸+Ri 毸-e毸-R

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
úi

é

ë
êê

ù

û
úú

A
B

=0 (27)

为了得到非零解,式(27)中系数矩阵的行列

式必须为零,即
e(毸+-毸-)(Ro-Ri) =1 (28)

将式(25)代入式(28)可得

2(Ro-Ri) 毬2
mn - 1

R2
c
(m2 + 1

4
)=2n毿,n=0,1,2,…

从而

毬mn = n2毿2

(Ro-Ri)2 + 1
R2

c
(m2 + 1

4
)=

4n2毿2

(1-氁)2 + 16
(1+氁)2(m2 + 1

4
),n=0,1,2,…

(29)

当管道内外径之比氁比较大的时候,这种薄

管近似给出的初始值比较精确。然而当氁比较小

的时候,圆环管道和薄管有很大的差异,如果用式

(29)估计初值,则会产生根的排列混乱和丢根的

情况。此时可以采用多次薄管近似逐渐逼近的方

法或者二分法来估计初值。设函数

f(毬)=J
·

m(1
2毬)Y

·

m(氁
2毬)-Y

·

m(1
2毬)J

·

m(氁
2毬) (30)

则式 (16)的根就是由式(30)确定的函数

f(毬)的零点。m=22且氁=0灡4时,f随毬变化的

曲线如图2所示。根据函数图像的形状,完全可

以用二分法求根的初值或者直接求根。

图2暋m =22且氁=0灡4时f(毬)的函数曲线图

3暋 管道中的声功率

式(22)中与声学变量幅值相关的常数 Amn

由声功率决定。如果声功率为P,则声功率级定

义为

PWL =10lgP
P0

(dB) (31)

其中P0 为基准声功率,P0 =10-12W。令P 为量

纲一单位的声功率,则

旤P旤= 旤P旤
氀0a3

0D2 =P010PWL/10

氀0a3
0D2 (32)

另一方面,平均流的声强为[9]

Ix = 1
T曇

t+T

t
(1+Ma2)pu+Ma(p2 +u2)dt (33)

式中,p、u分别为声扰动的压力和速度的实部。

对单个的声模态有

p=Re[煄pmn(r)ei(kx+m氄-氊t)]

u=Re[焿umn(r)ei(kx+m氄-氊t) }]
(34)

所以管道中的声功率为

P=曇
Ro

Ri曇
2毿

0
Ixrd氄dr (35)

不难证明,当T 曻 曓 时,对于任意复数C 和

G 有

1
T曇

t+T

t
Re(Ce-i氊t)Re(Ge-i氊t)dt= 1

2Re(CG* )(36)

式中,G* 为G的共轭。

因此

1
T曇

t+T

t
pudt= 1

2旤寛pmn(r)寛umn(r)旤

1
T曇

t+T

t
p2dt= 1

2旤寛pmn(r)旤2

1
T曇

t+T

t
u2dt= 1

2旤寛umn(r)旤

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï2

(37)

将式(37)和式(35)代入式(33)可得单个声

模态的声功率:

Pmn =毿曇
Ro

Ri

[(1+Ma2)旤寛pmn(r)寛umn(r)旤+

Ma旤寛umn(r)旤2 +Ma旤寛pmn(r)旤2]rdr (38)

将式(22)代入式(38),可得

Pmn =毿QmnA2
mn{(1+Ma2) k

氊-kMa+

Ma[1+( k
氊-kMa

)2]} (39)

Qmn =

1
2

(R2
o-R2

i)暋暋暋暋暋暋m =0,毬mn =0

1
2

(r2 -m2

毬2
mn

)[Jm(毬mnr)-

J
·

m(氁
2毬mn)

Y
·

m(氁
2毬mn)

Ym(毬mnr)]2旤Ror=Ri
m 曒0,毬mn >

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

0

联立式(32)和式(39)可得

Amn =

p010PWL/10

氀0a3
0D2毿Qmn旤

(1+Ma2)k
氊-kMa +Ma[1+( k

氊-kMa
)2]旤

(40)

至此,如果给定单个声模态的声功率、频率、
周向模态m 以及平均流的马赫数Ma,则可以完

全确定圆环管道中声波各个变量的解析表达式。
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4暋 算例

下面利用有平均流的圆管声模态来模拟涡扇

发动机进气道的噪声传播过程。某发动机进气道

的结构如图3所示,其中x 代表进气道的轴向,r
代表进气道的半径方向(计算将在柱坐标中进

行)。发动机工作时风扇将气体由进气道吸入到

内外涵道。风扇产生的噪声是发动机的一个主要

噪声源,这些噪声可以沿着气流或者逆着气流传

播。这里仅研究风扇噪声逆着气流在进气道传播

的过程。为了便于计算,作如下简化:栙 整个进

气道关于x 轴对称;栚 将圆环管道中单个声模态

作为输入的风扇噪声。从图3可以看出,这个进

图3暋 涡扇发动机进气道结构图

气管道在风扇面附近近似为一个圆环形的管道,
因此可以认为,风扇产生的噪声是由无数个圆环

管道声模态叠加而成的。假定其中的单个声模态

在周向解析(m 已知,为输入参数),从而所有的声

学量都可以写成如下形式:
氀曚
u曚
v曚
w曚
p

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú曚

=Re

氀̂(r,x,t)
û(r,x,t)
v̂(r,x,t)
ŵ(r,x,t)

p̂(r,x,t

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú)

eim

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

毤 (41)

其中带有上尖括号的量均为复数。
在以上简化下,控制方程变为

灥̂氀
灥t+v灥̂氀

灥r+̂v灥氀
灥r+u灥̂氀

灥x+̂u灥氀
灥x+

暋氀(灥̂v
灥r+ v̂

r +im
rŵ + 灥̂u

灥x
)+

暋̂氀(灥v
灥r+ v

r +灥u
灥x

)=0

灥̂u
灥t+v灥̂u

灥r+̂v灥u
灥r+u灥̂u

灥x+

暋̂u灥u
灥x+ 1

氀
灥̂p
灥x-氀̂

氀2
灥p
灥x =0

灥̂v
灥t+v灥̂v

灥r+̂v灥v
灥r+u灥̂u

灥x+

暋̂u灥v
灥x+ 1

氀
灥̂p
灥r-氀̂

氀2
灥p
灥r=0

灥̂w
灥t+v灥̂w

灥r+u灥̂w
灥x+v̂w

r + 1
氀

im
rp̂ =0

灥̂p
灥t+v灥̂p

灥r+̂v灥p
灥r+u灥̂p

灥x+̂u灥p
灥x+

暋毭p(灥̂v
灥r+ v̂

r +im
rŵ +灥̂u

灥x
)+

暋毭̂p(灥v
灥r+ v

r +灥u
灥x

)=
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þ

ý
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
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ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
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(42)

从而将一个三维问题转化为二维问题。计算中先

利用保形映射方法将物理空间(x-r)中转子和

机匣的壁面曲线映射到计算空间(毱-毲)中的两

条相互平行的直线上,如图4所示。由于进气道

满足轴对称条件,所有计算只需要在第二象限进

行,所以图4中仅显示转子和机匣在第二象限中

的像。映射后转子和机匣的像之间的距离为h。
计算时首先在计算平面中设计网格,然后再将网

格逆变换到物理空间中。 考虑到计算需求和效

率,计算区域在计算平面中的大小选为6h暳4h,
这个区域对应在物理坐标中的范围如图5所示。

图4暋 转子和机匣壁面曲线在计算空间中的像

图5暋 物理空间中的计算区域图

计算中时间和空间离散采用多网格尺度 -
多时间步色散关系保持(DRP)方法[10] 进行。计

算中采用如下边界条件:栙A-B-C-D边界采

用辐射边界条件[11],使声波能无反射地穿过计算

区间;栚A-K采用轴对称边界;栛 机匣和转子壁

面上 采 用 滑 移 边 界 条 件,利 用 外 伸 点 (ghost
point)法[12]实施;栜 风扇表面(E-H)采用理想

匹配层(PML)边界[13] 输入声波并吸收反射声

波,保持数值稳定。
作为 模 拟 算 例,这 里 仅 计 算 输 入 频 率 为

1614Hz,声功率级为120dB,周向模数m=22时

n=1和n=4两种情况。在计算声场之前,先计

算平均流场,使得风扇表面的马赫数为0灡3。计

算后的瞬时声压云图如图6和图7所示,可以看

出,风扇面输入的不同声模态在进气道以及进气

道附近的区域传播过程差别较大,这也正是众多

学者研究进气道噪声传播机理的原因。

5暋 结论

(1)声波在平均流中的传播的控制方程为线

性欧拉方程,在均匀流的圆环管道中,平均流只沿
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图6暋 输入声波m =22,n=1,

PWL =120dB时的瞬时声压图

图7暋 输入声波m =22,n=4,

PWL =120dB时的瞬时声压图

着轴向方向流动,从而可以使方程大大简化。
(2)传播中的声波可以看成是多个 Fourier

模态的组合。对于圆环管道中的单个Fourier模

态,其轴向波数k、周向模数m、角速度氊以及平均

流的马赫数Ma 等必须满足色散关系式。
(3)在其他条件给定时,圆环管道中的声波

存在一个截止频率,大于截止频率的声模态可以

在管中传播,而小于截止频率的声模态则不能在

管中传播。
(4)给定了声功率级,平均流的马赫数,入射

声波的频率、旋转模数、径向模数和管的几何尺寸

以后,便唯一确定了单个Fourier模态的声波的解

析表达式。
(5)可利用圆环管道的声模态作为风扇产生

的噪声来研究涡扇发动机进气到噪声传播规律,
非均匀流场对不同声波模态的散射效果不同。
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