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摘要:运动带材在托辊附近的空间分布形态对带材运行安全有着重要影响,针对此,研究了描述带

材稳态构型的动边界边值问题,将该问题转化为固定边界边值问题后,采用配置法计算获得带材的稳态

构型。给出一组带材构型描述参数,研究了运动带材自身属性及带材工作参数与构型参数的关系。研

究表明,带材在带轮附近有隆起趋势,使带材在托辊上的包角减小,对带材的安全运行有不利影响,降低

带材的运行速度、减小带材弯曲刚度、增大工作张力、增大托辊直径,有利于缓解此不利影响。带材线密

度增大将使隆起高度增加,但隆起段延伸长度将缩短。
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0暋引言

带材在托辊附近的形态分布会影响带材在托

辊上的包角,进而影响带材的安全运行。带材在

托辊附近的运动可看作是由两部分叠加而成

的[1]:一部分为带材的稳态运动,占主导地位,其
空间形态称之为稳态构型;另一部分是在稳态构

型附近的微幅摄动。稳态构型不仅反映了带材运

动的主 要 特 点,而 且 又 是 后 续 动 态 分 析 的 基

础[2飊3],因此,研究运动带材在托辊附近的稳态构

型有着重要的意义。
带材在托辊上的边界预先未知,需要协同带

材运动控制方程求解[2]。目前关于带材运动的研

究中,大多认为带材与托辊的切点固定不动[4飊6],
但这与带材的实际运动情况有所不同。Hwang

等[7]研究了两轮带传动系统中,带材与托辊的切

点位置与带材运动的耦合关系。Kong等[8]重点

研究了两轮带传动系统中带的稳态构型,并进一

步研究了稳态构型对带传动系统传动效率和最大

传输功率的影响。
上述研究都没有考虑重力对运动带材的影

响,这在带材弯曲刚度较大、线密度较小,同时托

辊之间跨度也较小的情况下,可以取得较好的计

算结果,但当托辊跨度较大时,重力的作用就不能

忽视,上述两种方法的计算结果与实际情况有很

大差异。
本文综合考虑重力和弯曲刚度的作用提出一

种用于计算托辊附近运动带材稳态构型的方法,
并对运动带材稳态构型特点及其影响因素进行了

研究。
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1暋带材稳态构型力学建模及求解

考虑如下工况(图1):带材从下方以线速度v
进入托辊,经过托辊后转向,落在一水平工作平台

上。这种工况常见于印刷、造纸及风洞活动地板

装备中,具有一定的代表性。

图1 运动带材托辊处工作条件示意图

对问题作如下假设:栙带材以均匀欧拉-伯

努利梁建模;栚带材运动速度恒定;栛忽略周围流

体的影响。
称从托辊分离点P1 到与台面接触的点P2 之

间的带材为自由段,并将其作为研究对象。取自由

段微元如图2所示。图2中,T 为张力,Q 为剪切

力,毩为带切线方向与x轴正向的夹角,s为弧长坐

标,P1 点为原点,g为重力加速度。氀l 为带材的工

作线密度,氀l 与零张力状态下的线密度氀l0 之间存

在如下关系:

氀l(s)= 氀l0

1+T(s)/(EA0)
(1)

式中,E为材料的弹性模量;A0 为带材零张力下横截面

面积。

图2暋 自由段微元受力示意图

由式(1)可知,带材各点的线密度与该点的

工作张力相关,但由于带材中各点张力变化与初

始张力相比为高阶无穷小量,可认为在某一组工

作参数下,带上各点的线密度近似相等,大小可取

P1 点的工作线密度。令T0 为P1 点处的工作张

力,则带材的工作线密度近似为

氀l = 氀l0

1+T0/(EA0)
(2)

离心力在切向的投影为零,忽略高阶无穷小

量,则微元的切向平衡方程为

dT+Qd毩-氀lgdssin毩=0 (3)

对于欧拉-伯努利梁,有:Q =EI(d毷/ds),I
为带材横截面对中心轴的惯性矩。由几何关系得

曲率毷=d毩/ds。代入式(3),得
T曚+EI毷毷曚-氀lgsin毩=0 (4)

其中,上标“曚暠表示对弧长坐标s求导。
微元的离心力F=氀ldsv2/d氀=氀lv2d毩,其中

曲率半径氀=ds/d毩。因此可以列出微元法方向的

平衡方程:
(T-氀lv2)毷-EI毷曞-氀lgcos毩=0 (5)

由于带材弯曲刚度不为零,稳态构型的斜率

不能突变,并应在两端点与托辊及平台斜率相协

调,故在P1 点,带材与托辊相切,切点在托辊截面

圆弧上滑动,曲率半径为R;在P2 点,带材与平台

相切,切点在平台上滑动,曲率半径为无穷大。这
些边界条件与式(4)、式(5)一起构成一个求解带

材稳态构型的动边界边值问题。
动边界边值不易直接求解,通过定义下列量

纲一的参数,可将上述动边界边值问题转化为一

般两点边值问题:

ŝ= s
L̂ 暋暋̂x= x

L̂ 暋暋̂y= y
L̂ 暋暋̂毷=L̂毷

p̂= T̂L2

EI 暋暋̂G =氀lĝL2

EI 暋暋̂v2 =氀lv2̂L
EI

其中,̂L 为自由段的真实长度,预先未知;x、y 为

空间直角坐标。定义

q̂= (̂毷(̂s),̂毷(̂s)
d̂s

,̂p(̂s),毩(̂s),̂x(̂s),̂y(̂s),̂L(̂s))T

并用̂qi(i=1,2,…,7)表示̂q的各个分量。带材运

动控制方程为

d̂q
d̂s=

q̂2

(̂q3 -̂v2)̂q1 -Ĝ̂q7coŝq4

-̂q1̂q2 +Ĝ̂q7sin̂q4

q̂1

coŝq4
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相应的边界条件为

(̂q1(0)̂q5(0))2 + (̂q1(0)̂q6(0))2 =R2

q̂1(0)̂q5(0)=-Rsin(̂q4(0))

q̂1(1)̂q6(1)= H

q̂3(0)=T0(̂q7(0))2/EI

q̂1(0)=-̂q7(0)/R
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式(6)和式(7)构成了一个在区间[0,1]上的

非线性两点边值问题。求解这类问题的常用数值

解法有配置法、打靶法、有限差分法。其中配置法

是以满足纯插值约束条件方式,寻求算子方程近

似解的方法,具有无需计算数值积分、计算量小、
收敛阶高等优点。本文即采用配置法求解带材的

稳态构型。
采用配置法求解边值问题,需预先给出一组

初始预示解。初始预示解的质量直接影响解的准

确性[9]。通过迭代求解过程,可以减少对初始预示

解的依赖性,同时可检验结果是否收敛。

2暋 带材稳态构型及其描述参数

考察一个具体算例,参数取值如表1所示,为
简化计算,使平台高度与托辊半径相等。计算得带

材稳态构型如图3所示。
表1暋 各参数取值

R=0.1m EI=0.2N·m2 H =0.1m 氀l =3kg/m

v=20m/s g=9.8m/s2 T0 =1200N

图3暋 带材稳态构型

暋暋 由图3可知,带材稳态构型由一段凸曲线和

一段凹曲线相切而成。带材在托辊上的包角有所

减小,带材向上隆起并向后延伸一段距离。
为方便定量研究带材稳态构型的影响因素,

定义下列参数描述该带材的构型:以毩0 记带材与

托辊分离点带材的倾角,亦即带材包角的减小量;
以h记隆起段的最高纵坐标值与托辊半径之差,
表示隆起段的高度;以L记隆起段的延伸长度,表
示隆起段的影响范围。毩0 表征带材稳态构型对带

材运行安全的影响,h和L 表征带材稳态构型对

工作性能的影响。
由图4可知,自由段内张力的变化量约占工

作张力的0灡8%,故式(2)中关于带材工作线密度

均匀的假设可以满足计算需要。

3暋带材性质对稳态构型的影响

对带材稳态构型有影响的带材属性主要有弯

图4暋自由段内张力分布

曲刚度和密度,下面分别进行讨论。

3.1暋弯曲刚度

带材弯曲刚度与材料弹性模量及横截面形状

相关。弯曲刚度取一系列值,其他参数保持不变,
各构型描述参数的计算结果如表2所示。

表2暋带材弯曲刚度对构型描述参数的影响

弯曲刚度EI
(N·m2)

0.05 0.10 0.20 0.30

分离点倾角毩0(曘) 27.198 36.095 46.095 52.052

延伸长度L(m) 0.18729 0.26024 0.35801 0.42921

隆起高度h(m) 0.00407 0.00738 0.01259 0.01662

注:除弯曲刚度外,其他参数按照表1取值。

暋暋表2表明带材三个构型描述参数随弯曲刚度

增大都有增大的趋势,并呈现出类线性关系。
带材弯曲刚度越大,其构型越明显地偏离直

线状态。由于带材弯曲刚度与厚度的立方成正

比,因此,带材厚度越小,弯曲刚度越小,带材运行

时的构型越易于控制。

3.2暋工作线密度

带材工作线密度与带材初始横截面面积、带

材材料密度、初始工作张力相关。改变带材工作

线密度,其他参数保持不变,构型描述参数与带材

工作线密度关系如表3所示。
表3暋带材工作线密度对构型描述参数的影响

工作线密度氀l

(kg/m)
0.5 1.0 2.0 3.0

分离点倾角毩0(曘) 7.8917 8.6994 11.8060 46.0950

延伸长度L(m) 0.65310 0.46774 0.36228 0.35801

隆起高度h(m) 0.00083 0.00095 0.00157 0.01259

注:除带材工作线密度外,其他参数按照表1取值。

暋暋由表3可以看出,稳态构型隆起高度h和分离

点倾角毩0 随带材工作线密度增大而增大,延伸长

度L却随带材工作线密度增大逐渐减小。线密度

增大后惯性力和重力同时增大,惯性力增大使得带

材向上冲的趋势加大,但重力的增大又使得带材更

快地下落,综合表现为自由段曲线更为陡峭。
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4暋工作条件参数对稳态构型的影响

带材的工作条件参数,一类是工作中可调整

的参数,如工作张力和速度;另一类是不可调整的

参数,主要指托辊半径。

4.1暋工作张力和速度

自由段上各点张力不同,取P1点处的工作张

力表征整体张力大小。为满足稳态构型有唯一

解,工作张力和速度应满足T>氀lv2[10]。构型描

述参数随张力、速度的变化趋势如图5所示。

(a)

(b)

(c)

1.v=5m/s暋2.v=10m/s暋3.v=20m/s暋4.v=30m/s

图5暋构型描述参数与张力、速度的关系

(除张力、速度外,其他参数按照表1取值)

从图5中可以看出,对同一运行速度,张力越

大,隆起高度、分离点倾角和延伸长度越小,这种

趋势在张力相对较小时比较明显,但是当张力超

过一定值后,各构型描述参数下降速度明显减缓。
本算例中,对各个速度,当张力达到氀lv2 +600
(N)时,h 约 为 1mm,毩0 约 为 9灡66曘,L 约 为

280mm,之后再增大工作张力,对带材稳态构型

影响就不大了。同时由于带材自身强度原因,工

作张力也受到限制,因此,正常工作中很难通过增

大张力的方式将带材稳态构型转为与带轮相切的

直线。对于不同速度、同一张力的情况,速度越

大,各构型描述参数越大,带材越难控制。

4.2暋托辊半径

运动带材通过不同半径的托辊时,自由段托

辊端边界条件不同,对带材构型也会有影响,表4
列出了不同托辊半径下的构型描述参数。

表4暋带材弯曲刚度对形态描述参数的影响

托辊半径R(m) 0.06 0.08 0.10 0.12

分离点倾角毩0(曘) 66.837 55.828 46.095 38.141

延伸长度L(m) 0.41944 0.38565 0.35801 0.33432

隆起高度h(m) 0.0185810.0156900.0125900.009960

注:除托辊半径外,其他参数按照表1取值。

暋暋从表4中可知,随着托辊半径的增大,各形态

描述参数呈类线性减小关系,带材运动形态趋于

平坦。因此当不能通过增大工作张力方法有效改

善其稳态构型时,可以通过增大托辊半径的方式

对其稳态构型进行优化。

5暋结论

(1)通过分析托辊附近带材的运动及受力条

件,建立了描述带材稳态构型的动边界边值问题,
将动边界边值问题转化为固定边界边值问题后,
采用配置法获得了带材稳态构型。

(2)由于带材弯曲刚度和重力的存在,运动带

材在托辊附近的构型由一段凸曲线和一段凹曲线

相切而成,带材在托辊上的包角较理想状态小时,
可能诱发跑偏和打滑现象发生,不利于运行安全。

(3)研究了带材属性对带材构型描述参数的

影响。随着带材弯曲刚度增大,各描述参数均按

类线性规律增大;增大带材线密度,隆起高度和包

角减小量随之增大,但延伸长度有所减小。
(4)研究了工作条件对带材构型描述参数的

影响。在相同工作速度下,各参数随工作张力的

增大而减小,当张力超过一定值时,减小速度降

低;相同张力下,各参数随工作速度的增大而减

小;增大托辊直径可使各参数呈类线性减小,当仅

通过增大张力不能改善带材构型时可以考虑增大

托辊半径。

参考文献:
[1]暋KongL,ParkerRG.VibrationofanAxiallyMov灢

ingBeam WrappingonFixedPulleys[J].Journalof
SoundandVibration,2005,280(3/5):1066飊1074.
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6暋结束语

本文针对注塑产品几何形状复杂和壁厚均匀

的特点,提出了基于中面的特征识别方法。该方

法对基于图的方法解析B-rep表达的三维实体

模型进行了改进,用中面模型简化注塑产品的几

何形状,提出了面-边属性图和面-边属性矩阵

表达中面模型的拓扑结构,在此基础上对特征进

行了分类并研究了各自的特征识别算法。文中给

出的实例表明本文提出的注塑产品特征识别算法

的可行性。
进一步的研究工作包括:拓展和细分注塑产

品的特征,并给出相应的特征识别算法,使其适应

更加复杂的几何形状;研究基于中面模型的注塑

产品侧凹特征识别方法;研究中面模型中相交特

征的识别方法;实现本文提出的特征识别算法与

CAD系统环境的集成。
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